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Advanced Topics in the Calculus of Variations: Blatt 6

34. Quasikonvexitit. In der Vorlesung haben wir mit Quasikonvexitit gearbeitet. Wir haben sie
auch als ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir schwach-*-unterhalbstetigkeit kennenge-
lernt, was fiir die Theorie der Variationsrechnung von grofier Bedeutung ist, da unsere bisherige
Konvexitdtsannahme stets nur hinreichend war.

(a) Essei f:R™ — R eine (Borel-Borel-)messbare und nach unten beschrénkte Funktion. Zeige:
f ist genau dann konvex wenn es ein beschranktes Lipschitz-Gebiet 2 C R™ gibt derart, dass
fiir alle ¢ € L°°(Q) mit [, ¢(x) dz = 0 und alle zo € R™ gilt

lﬁﬂ / f(zo + 6(x)) dz > f(xo). (1)

Anmerkung: Die Borel-Borel Messbarkeit benotigen wir nur damit die obenstehende Ver-
kettung f o (zo + ¢) messbar ist.

(b) Es sei nun f wie in Aufgebenteil (a) und zusitzlich noch stetig. Zeige, dass

‘ﬁl| /Q f(xo + ¢(x)) de > f(zo) Vo € C(Q): /Q¢(gj) dr =0 @)

bereits impliziert, dass f konvex ist.

(¢) Wir wollen hier zeigen (oder zumindest ein Gefiihl dafiir geben), dass die Definition der
Quasikonvexitidt nicht vom betrachteten Gebiet {2 abhingt. Konkreter: Gegeben sei eine
stetige, nach unten beschrinkte Funktion f: R™*¢ — R und Q C R¢ Lipschitz-berandet und
beschrinkt derart, dass

ﬁ /Q FA+ V() de > f(A) Ve € WhS(Q:R™) VA € R™<, 3)
Zeige: Dann gilt fiir Q = B;(0) C RY, dass
53' /ﬁ F(A+Vo(x)) dz > f(A) Vo e WP (R™) VA € R™¥4, (4)

(d) Essei f:R™*? - R quasikonvex. Zeige: Fiir alle € > 0 ist die Gliattung f * ¢, wobei (¢¢)es0
der Standard-Mollifier ist, quasikonvex.

(e) Zeige: det : R2*2 — R ist quasikonvex. Einen Hinweis findest Du am Ende dieses Blattes.

35. In-Approximationen II.[~ Aufgabe 32] Wir betrachten fiir diese Aufgabe R™*? ausgestattet
mit der Hilbert-Schmidt-Norm, d.h

(a) Zeige: Fiur alle a > 0 ist (0B4(0))"® = By/(0).
(b) Definieren wir nun U, := B;__1_(0) \ By_1(0). Zeige: (U,)52, ist eine In-Approximation
von 0B1(0).
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36. PDE-Systeme und Differentialinklusionen In der Vorlesung haben wir eine Technik gelernt, wie
wir 2 x 2 PDE-Systeme als Differentialinklusionen in R**? reformulieren kénnen. Bei der Herleitung
waren wir allerdings ein bisschen sloppy, weil wir von klassischen und nicht von schwachen Losungen
ausgegangen sind. Dies wollen wir hier vertiefen. Fiir die Aufgabe bezeichnen wir die Komponenten

eines Vektors x € R™ mit (z!,22%,...,2™).



(a) Sei Q C R? offen, beschrinkt und mit Lipschitz-Rand. Gegeben sei das System

Aul =0 in
S) : ’ 6
( ) {Au2 =0 1in Q. ( )

Finde wie in der Vorlesung eine Formulierung fiir das Problem als Differentialinklusion in
R4X2.

(b) Sei Q wie in Teilaufgabe (a). Zeige: Ist w € W1>°(Q; R*) eine Losung der oben genannten
Differentialinklusion, so ist u := (w!, w?) eine Losung von (9) in D’(£2), d.h.

/ Du:D¢=0 VYoe O (Q;R?). (7)
Q
Warum haben wir nur die ersten beiden Komponenten genommen?

37. Differentialinklusionen und T;-Konfigurationen. Um Differentialinklusionen fiir eine Kom-
pakte Menge K zu lésen konnen Ty-Konfigurationen hilfreich sein (sieche Lemma 33 und Theorem
24 der Vorlesung!). Hier wollen wir uns klarmachen, dass unser Paradebeispiel aus der Vorlesung
tatsédchlich eine Ty-Konfiguration ist.

A B (R 3 RO AR

Zeige, dass {A1, Ag, A3, Ay} in Ty-Konfiguration ist und gib auflerdem vier Matrizen in
{A1, A, A3, Ay} \ {A1, Aa, A3, A4} an. Eine kleine Starthilfe, damit das Konstruktionssche-
ma ins Rollen kommt: Wihle

-1 0 2 0
P :(0 _1>, C = <0 O>’ K1 = 2. 9)

(a) Seien

(b) Seien
3 0 1 0 -3 0 -1 0
0 -1 0 3 0 1 0 -3
M, = 0 -1 My = 0 3| Ms = o 1] M, = 0 -3 (10)
3 0 10 -3 0 1 0

Zeige, dass { My, My, M3, My} C R**? in Ty-Konfiguration ist. Gib auRerdem vier Matrizen
in {Mla M27 M37 M4}TC \ {Mla MQa M37 M4} an.

38. Konvexe Integration II [~ Aufgabe 33| In der Vorlesung haben wir Theorem 24 besprochen,
welches bereits als zentraler Satz zur konvexen Integration hervorgehoben wurde. Hier wollen wir
eine erste Anwendung diskutieren.

(a) Sei m =d = 1. Zeige, dass die Nullfunktion v : (—1,1) — R, v = 0 eine C°-feine Approxima-
tion in

F :={u:(-1,1) = R Lipschitz : v'(z) € {-1,1} f.ii.} (11)

Finde hierzu eine geeignete In-Approximation von (—1,1) und arbeite mit Theorem 24.



Hinweis zu Aufgabe 34 (d): Wiihle zuniichst ein beliebiges  C R? und rechne die Definition 25 nur fiir
¢ € C() nach. Verwende hierfiir die folgende Formel: Fur v € W2!(Q; R2) gilt

loc

det(Du) = 9y (u*dpu?) — Oz (u' 01 u?). (12)
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