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1. Sei (T (t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe (mit anderem Namen C0-Halbgruppe). Zeige, dass (4)
(T (t))t≥0 genau dann zu einer stark stetigen Gruppe (T (t))t∈R fortgesetzt werden kann, wenn
T (t0) für ein t0 > 0 invertierbar ist.

2. Sei (T (t))t≥0 eine stark stetige Halbgruppe. Zeige, es existieren Konstanten M ≥ 1 und ω ∈ R, (4)
so dass ‖Tt‖ ≤Meωt für alle t ≥ 0.

3. Sei (T (t))t≥0 eine C0-Halbgruppe auf einem Banachraum X mit Erzeuger A. Ein Vektor x ∈ (4)
∞⋂
k=1

D(Ak) heißt vollständig bezüglich (T (t))t≥0, falls

etAx :=

∞∑
k=0

tk

k!
Akx

für alle t ∈ R konvergiert.

(a) Zeige, dass für einen bezüglich (T (t))t≥0 vollständigen Vektor x stets T (t)x = etAx für alle
t ≥ 0 gilt.

(b) Sei (T (t))t∈R jetzt eine C0-Gruppe auf X. Setze für x ∈ X

xn(z) :=

√
n

2π

∫
R
e−

n(t−z)2

2 T (t)xdt, n ∈ N, z ∈ C.

Zeige, dass diese Integrale für jedes x ∈ X punktweise gegen eine Funktion xn(·) : C 7→
X konvergieren, dass xn(·) eine ganze Funktion (d.h. holomorph auf ganz C) ist, dass
lim

n→∞
‖xn(0)− x‖X = 0 und zu guter Letzt dass xn(s) = T (s)xn(0) für alle n ∈ N und alle

s ∈ R.

(c) Folgere, dass für eine C0-Gruppe (T (t))t∈R die Menge der vollständigen Vektoren dicht in
X liegt und dass T (t)x = etAx für alle t ∈ R gilt, falls x vollständig ist.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen/ss-11/evolutionsgleichungen


