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1. Sei X ein Banachraum und A ein abgeschlossener Operator auf X. Zeige, dass für alle λ ∈ C
die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) λ−A ist nicht injektiv oder Rg(λ−A) ist nicht abgeschlossen.
(ii) Es existiert eine Folge (xn)n∈N inX mit ‖xn‖ = 1 für alle n ∈ N und lim

n→∞
‖λxn−Axn‖ = 0.

(iii) Zu jedem c > 0 existiert ein x ∈ X mit ‖(λ−A)x‖ ≤ c‖x‖.

2. Sei U : H ⊇ D(U) 7→ H ein isometrischer Operator auf dem Hilbertraum H, d.h. ‖Ux‖ = ‖x‖
für alle x ∈ D(U). Zeige:

(a) Für x ∈ D(U) und y ∈ D(U) gilt 〈Ux , Uy〉 = 〈x , y〉.
(b) Falls Rg(Id− U) dicht in H liegt, ist Id− U injektiv.

(c) Ist einer der Räume D(U), Rg(U), G(U) := {(x, Ux) ∈ H ×H : x ∈ D(U)} abgeschlossen,
so sind es auch die beiden anderen.

3. Sei A ein abgeschlossener, symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum H. Zeige zuerst, dass
A+ i injektiv ist, und definiere dann die Cayley-Transformierte C(A) : Rg(A+ i) 7→ Rg(A− i)
durch C(A) := (A − i)(A + i)−1. Zeige, dass C(A) eine Isometrie ist und dass A genau dann
selbstadjungiert ist, wenn C(A) unitär ist.
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