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1. Sei Ξ ein σ-endlicher Maßraum und q : Ξ 7→ C eine messbare Funktion und gegeben sei der
Multiplikationsoperator Mq : L2(Ξ) 7→ L2(Ξ) mit Mqf(·) := q(·)f(·), D(Mq) = {f ∈ L2(Ξ) :
qf ∈ L2(Ξ)}.

(a) Zeige, dass Mq abgeschlossen und dicht definiert ist.

(b) Zeige, das Mq genau dann ein beschränkter Operator ist, wenn die Funktion q wesentlich
beschränkt ist (d.h. es existiert m > 0 mit µ{x ∈ Ξ : |q(x)| ≥ m} = 0).

(c) Bestimme das Spektrum, das approximative Punktspektrum und die Eigenwerte von Mq.

(d) Zeige weiter, dass Mq ganau dann symmetrisch ist, wenn q eine reellwertige Funktion ist,
in welchem Fall Mq sogar selbstadjungiert ist.

2. Sei P ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H. Zeige mittels des Spektralsatzes,
dass P genau dann eine orthogonale Projektion ist (d.h. Rg(P ) und Ker(P ) stehen senkrecht
aufeinander), wenn für das Spektrum von P gilt sp(P ) = {0, 1}.

3. Sei A ein abgeschlossener, symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum H. Zeige, dass für das
Spektrum von A genau einer der folgenden Fälle vorliegt: σ(A) = C, σ(A) = {λ : Imλ ≥ 0},
σ(A) = {λ : Imλ ≤ 0} oder σ(A) ⊆ R, wobei A genau dann selbstadjungiert ist, wenn σ(A) ⊂ R.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen/ss-11/evolutionsgleichungen


