Evolutionsgleichungen

Musterlosung zu Blatt 3

1. a) Wenn D(T™) dicht in Hs liegt, ist T definiert und
D(T**)={x € Hy:3z € HVy € D(T*) : (T"y, ), =y, 2)m,} mit Tz :=z.

Fir y € D(T") und = € D(T') gilt aber definitionsgemaft (T'x, y) g, = (x, T"y) u,, weshalb D(T") C
D(T**)und Tz = T**z fur x € D(T), da D(T™) dicht liegt und deshalb obiges z eindeutig bestimmt
ist.
b) Wenn D(T + S) dicht in Hj liegt, ist (T'+ S)* definiert und
D(T+8))={y€Hy:3z€ HiyVx € D(T)ND(S) : (T + S)x, ¥y, = (x, 2)m, }
D{yeHy: (3 e HyVz € D(T): (T, Yy, = (x, 21)m,)
A (322 € H1Vz € D(S): (T, y)u, = (x, 22)m, )} = D(T*) N D(S*) = D(T* + 5*);
(T+S)y=z=z+2=Ty+S"y, falls y € D(T*)N D(SY).

c) (z, AT)'y)m, = (AT, y)u, = Mo, Ty, = (v, XT"y)m,

d) Wenn D(RT) dicht in H; liegt, ist (RT)* definiert und

D(T*R*)={y € Hy:3z2 € HyVz € D(R) : (RZ, y)u, = (T, Z) 1,
A3 € HiVz € D(T) : (T, 2y, = (x, 2")m, }

C{yeHs:3z€e HH(Vx e D(T): Tx € D(R)) : (RT(z), y)u, = (z, 2)m, } = D((RT)*),
wobei fiir y € D(T*R*) und alle z € D(RT) gilt {(y, RTz)n, = (R'y, Tx)n, = (T*R"y, x)n,, also
T*R* C (RT)".

e) D(S*y={y€ Hy:3z€ Hi1Vx € D(S) : (Sz, y)u, = (x, 2)m, }
C{lyeHy:3ze HiVz e D(T) : (T, y)m, = (x, 2)m, } = D(T7).

f) y € Rg(A—-T)* = Vee DOO=T)=D(T): 0={(A=-T)z,y) = {(x,0)
& y € Ker((A—T)"); und A—=T)* =X —-T*

g (T = Nall? = (T - ReA)al]® + || — i(Tm\)al|? + (~i(Tm\)a, (T — Red)z)
+ ((T — ReN)z, —i(Im)Az) = |(T — ReX)z||* + [TmA|?||z||?

2. Da D(A) = H ist, genligt es mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen zu zeigen, dass A abge-
schlossen ist. Sei dazu (x,)nen eine Folge in H mit lim ||z — x,] = 0 und lim ||y — Az,|| = 0.
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Dann ist

Az —y|?* = <A$—n1i_>ngo Az, , Az —y) = lim (A(x —z,,), Az —y) = lim (z —=x,, A(Az —y)) =0,
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also A abgeschlossen.



