Evolutionsgleichungen

Musterlosung zu Blatt 5

1. (a) Es konvergiere f,, — f und ¢f, — ¢ in L?(Z). Dann existiert eine Teilfolge f,, mit f,, — f
fii. in 2, d.h. ¢f,, — ¢f fii. in Z. Nun konvergiert aber ¢f,, (nach eventuellem Ubergang zu einer
weiteren Teilfolge) f.ii. in = gegen g, weshalb g = ¢f f.ii. in =, woraus die Abgeschlossenheit von
M, folgt.

Betrachte jetzt die Teilmengen Q, := {z € Z : ¢(z) < n}, n € N. Dann ist L*(Q,) C D(M,)

und E=U  Qu. Aus dem Lebegueschen Integrationssatz folgt daher, dass D(M,) dicht in L?(Z)
nelN

liegt.

(b) Wenn ¢ wesentlich durch m > 0 beschrinkt ist, gilt natiirlich ||gf|| < m| f|| fiir alle f € L*(Z),

also ist M, beschrénkt.

Sei jetzt g nicht wesentlich beschrénkt, dann existiert zu jedem m > 0 eine messbare Menge (2,

mit 0 < p(2y,) < 0o und |g| > m auf Q,,. Aus

300l = [ @) d(o) > (2, =
ergibt sich, dass M, unbeschrénkt ist, wobei x,, die charakteristische Funktion der Menge €,
bezeichnet.

(c) Man betrachte das wesentliche Bild essRg(q) := {\ € C : Ve > 0 : u(qg”*(Uc(N) # 0} von
q, wobei U, := {) € C: |\ — )X| < ¢}. Dann gilt, dass A genau dann in der Resolventenmenge
von M, liegt, wenn X ¢ essRg(g), weil in diesem Fall ¢ > 0 existiert mit |A — g(z)| > ¢ f.4. in =,
weswegen die Funktion p(z) := 1/(A—¢(z)) und damit auch der Operator M, beschrénkt sind, und
M,y(A— M,)f = f fiir alle f € D(M,) sowie (A — M,)M,g = g fiir alle g € L*(Z).

Ferner ist jedes A\ € essRg(q) im approximativen Punktspektrum enthalten und genau dann ein
Eigenwert, wenn u({z : ¢(x) = A\}) > 0 gilt. Die zweite Aussage folgt unmittelbar, da ( A—M,)f =0
fi. in E genau dann, wenn A\ = ¢ f.i. auf dem Triger von f € D(M,). Fiir die erste Aussage
betrachte die charakteristischen Funktionen y,, n € IN, der Mengen 2, := {z : |¢(z) — A| < 1/n},
fiir die gilt nl;rrgo [l(A = Mg)xn| = 0, wobei die Mengen (2, falls nétig, derart beschnitten werden,

dass sie endliches, aber noch echt positives Maf haben.

(@ Da [ qla)f (@) duta) = | F@aI90E) duta) fi alle f.g € D(M,) genan damn gil,

S
wenn ¢(z) = ¢(z) f.4. in E, ist M, genau dann symmetrisch, wenn ¢(z) € R f.i. in E. Fiir die
Selbstadjungiertheit bleibt wegen D(M,) € D(M; ) nur noch D(M;) € D(M,) zu zeigen. Sei nun

g € D(M,). Dann erhilt man

/: 9(@) £ (2)9(@) dpz) = / F(@)a@) (@) du(z) = / f(@)Mig(a) du(z) i alle f € D(M,),

so dass g € D(M,) gezeigt ist, falls gg = M, g fii. in = gilt, da Mg € L*(Z) nach Definition.
Angenommen p(A) := p({z : [Myg(r) —q(x)g(z)| # 0}) > 0, dann existiert M >0 und B C A mit
0.B.d.A. Re (M;g(z) — q(z)g(x)) > 0, u(B) >0 und |g(z)| < M fiir alle z € B, also xp € D(M,),

aber /:XB(MJQ(@ —q(x)g(x)) du(x) # 0. Es folgt Myg(x) = q(z)g(x) L.i.

2. Da P selbstadjungiert ist, folgt aus dem Spaktralsatz, dass ein endlicher Mafsraum =, ein Multi-
pilkationsoperator M, auf L?(Z) und eine unitire Transformation U : H + L*(Z) existieren mit
A=U *quU . Nun ist aber ein Multiplikationsoperator M, genau dann eine orthogonale Projekti-
on, wenn die Funktion ¢ als charakterische Funktion einer messbaren Menge gegeben ist, also genau
die Werte 0 und 1 annimmt. Ferner bleiben das Spektrum und die Eigenschaft eine orthogonale

Projektion zu sein unter unitéren Transformationen erhalten, woraus die Behauptung folgt.

3. Sei A € C mit ImA > 0. Lemma 2.29 aus der Vorlesung besagt, dass A — A abgeschlossenes
Bild hat und injektiv ist. D.h. A ist genau dann in der Resolventenmenge von A enthalten, wenn
Rg(A — A)t = Ker(X — A*) = 0. Letztere Bedingung ist aber ebenfalls nach Lemma 2.29 entweder
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fiir alle oder fiir kein A € C mit ImA > 0 erfiillt, woraus die mdglichen Félle fiir das Spektrum
folgen.

Ferner zeigt Theorem 2.29, dass A genau dann selbstadjungiert ist, wenn ¢ und —¢ in der Resol-
ventenmege enthalten sind, also nach oben gesagtem genau dann, wenn das Spektrum reellwertig
ist.



