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Blatt 1 zu Funktionalanalysis bis 31.10.

1. Zeige, dass die Folgenräume lp := {(an)n∈N : an ∈ R und
∑
n∈N
|an|p <∞}, 1 ≤ p <∞, versehen

mit der Norm ‖(an)n∈N‖p := (
∑
n∈N
|an|p)1/p, Banachräume sind, d.h. zeige, dass die Menge lp

ein Vektorraum ist, dass ‖ · ‖p eine Norm auf lp definiert und dass der normierte Vektorraum lp

vollständig ist.
Um die Gültigkeit der Dreiecksungleichung, in diesem Kontext auch Minkowski-Ungleichung
genannt, für p > 1 zu beweisen, zeige zuerst Youngs Ungleichung

|ab| ≤ 1

p
|a|p + 1

q
|b|q für alle a, b ∈ R, 1 < p, q <∞,

1

p
+

1

q
= 1.

Zeige dann mittels der Young-Ungleichung die Hölder-Ungleichung für (an)n∈N ∈ lp und (bn)n∈N ∈
lq mit 1 < p, q <∞,

1

p
+

1

q
= 1,

|
∑
n∈N

anbn| ≤ ‖(an)n∈N‖p‖(bn)n∈N‖q,

und schließlich mit Hilfe der Hölder-Ungleichung die Minkowski-Ungleichung.

Zeige, dass der Folgenraum l∞ := { (an)n∈N : an ∈ R und sup
n∈N
|an| < ∞}, versehen mit der

Norm ‖(an)n∈N‖∞ := sup
n∈N
|an|, ein Banachraum ist.

2. Zeige, dass die normierten Räume (Ck[−1, 1], ‖ · ‖k), k = 0, 1, . . ., der auf [−1, 1] k-mal stetig

differenzierbaren Funktionen Banach-Räume sind, wobei ‖f‖k :=

k∑
i=0

sup
x∈[−1,1]

|f (i)(x)|.

Zeige, dass der Unterrraum (C(k+1)[−1, 1], ‖ · ‖k) nicht abgeschlossen in (Ck[−1, 1], ‖ · ‖k) ist.

3. Zeige, dass C[0, 2] bezüglich der Norm ‖f‖p := (

∫ 2

0

|f(x)|p dx)1/p, 1 ≤ p <∞ nicht vollständig

ist. (Man überlege sich zuerst, dass ‖ · ‖p wirklich eine Norm auf C[0, 2] ist, wobei die Dreiecks-
ungleichung ähnlich wie in Aufgabe 1 gezeigt wird.)

4. a) Folgere aus dem Satz von Baire, dass für jede Folge (On)n∈N offener und dichter Teilmengen
eines vollständigen metrischen Raums X auch deren Durchschnitt

⋂
n∈N

On dicht in X liegt.

b) Zeige mit dem Satz von Baire, dass die Menge der Funktionen f ∈ C[0, 1], die nirgendwo
differenzierbar sind, dicht in (C[0, 1], ‖ · ‖∞) liegt.
Betrachte dazu die Mengen

On :=

(
g ∈ C[0, 1] : sup

0<|h|< 1
n

∣∣∣∣g(x+ h)− g(x)

h

∣∣∣∣ > n ∀x ∈ [0, 1]

)
und zeige, dass diese offen und dicht in (C[0, 1], ‖ · ‖∞) sind.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen/ws-1112/funktionalanalysis.html


