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Blatt 11 zu Funktionalanalysis bis 23.01.

1. Sei M : [0,00) — [0,00) stetig und konvex mit M (¢t) = 0 genau dann, wenn ¢ = 0. Definiere
L (R) als die Menge aller messbaren Funktionen f : R — R, fiir die ein ¢ > 0 existiert mit

/ M(If (1)) /) dt < oo.
R

Zeige, dass L;(R) ein Vektorraum ist. Betrachte jetzt den Orliczraum genannten Quotienten-
vektorraum

LyR) =Ly (R)/{f:f=0 {fast iiberall}
und definiere fiir f € Ly (R)

fllar = inffe > 0 : /RM(|f(t)\/c)dt§1}.

Zeige, dass dadurch eine Norm auf Lj;(R) definiert wird (warum gilt ||f]as < oo) und dass
(Lar(R), | - ||ar) ein Banachraum ist.
Betrachte nun

Ha(R) = {f € Lus(R) /]RM(\f(t)|/c)dt<oo Ve > 0.

Zeige, dass Hpr(R) ein abgeschlossener Unterraum von Ljs(R) ist, und {iberlege, ob Hp(R) =
Ly (R) gilt, wenn M(t) = *, 1 < p < oo, bzw. M(t) = exp(t?) — 1 gewithlt wird.

2. Sei (Q, ) Mafiraum und f, : Q — K eine Folge messbarer Funktionen, f :  — K ebenfalls
messbar.
Zeige durch Beispiele, dass aus f,, — f fast tiberall im allgemeinen nicht lim | f, — f||, = 0,
n—oo

1 < p < co, und dass umgekehrt aus li_>m | fro — fllp =0, 1 < p < oo, nicht f,, — f fast iiberall
n o
folgt. (Vgl. aber Korrollar zum Satz von Riesz-Fischer)
3. Sei (Q, ) Mafraum und f : Q — K messbare Funktion mit ||f||, < oo fiir ein 1 < ¢ < oc.
Zeige, dass dann lim || f]l, = ||flleo (wobel || f]|, = 00 und || f|lcc = oo zugelassen ist).
p—00
(Vgl. auch Blatt 2, Aufgabe 1la fiir [”-Réume)

4. Sei (92, ) Mafiraum, sei 1 < pg < p; < oo und 0 < 6 < 1. Zeige, dass aus f € LP°(u) N LP* (p)
folgt f € LP(u) fiir alle pg < p < p; und genauer, dass gilt
1—-6 0

1
< 120 £110 Vf e LP(u) N LP* (i), wobei — = + —.
1 llp < Il " L 115, f (1) (1) = 70 o

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen /ws-1112 /funktionalanalysis.html




