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Blatt 2 zu Funktionalanalysis bis 07.11.

1. a) Betrachte folgende Folgenräume über R:
c00 := {(xn)n∈N|∃N ∈ N ∀n ≥ N : xn = 0}, c0 := {(xn)n∈N| lim

n→∞
xn = 0},

c := {(xn)n∈N|∃a ∈ R : lim
n→∞

xn = a}, l∞ := {(xn)n∈N : sup
n∈N
|xn| < ∞} jeweils mit Supre-

mumsnorm, d.h. ‖(xn)n∈N‖∞ := sup
n∈N
|xn|, und lp := {(xn)n∈N :

∑
n∈N
|xn|p < ∞} mit lp-Norm,

d.h. ‖(xn)n∈N‖p := (
∑
n∈N
|xn|p)1/p, für 1 ≤ p <∞.

Zeige folgende strikte Inklusionen: c00 ( lq ( lp ( c0 ( c ( l∞, 1 ≤ q < p < ∞, und so-
gar

⋃
1≤p<∞

lp ( c0. Zeige zudem, dass c00 dicht in c0 liegt und dass für 1 ≤ q < p ≤ ∞ und

für alle x ∈ lq die Ungleichung ‖x‖p ≤ ‖x‖q besteht. Zeige weiter, dass für jedes x ∈ l1 gilt:
lim
p→∞

‖x‖p = ‖x‖∞.

b) Zeige, dass c0 isomorph zu c ist.

2. Sei ‖ · ‖ eine beliebige Norm auf dem Vektorraum P aller Polynome über R. Zeige, dass (P, ‖ · ‖)
kein Banachraum ist und dass insbesondere P, wenn man jedes Polynom als Funktion auf dem
Intervall [0, 1] betrachtet, von erster Kategorie in (C[0, 1], ‖ · ‖∞) ist.

3. Zeige, dass lq von erster Kategorie in lp für alle 1 ≤ q < p ≤ ∞ ist. Schließe daraus, dass die
Inklusion

⋃
1≤q<p

lq ⊂ lp strikt ist.

4. a) Es sei X ein vollständiger, metrischer Raum und T : X → X eine stetige Abbildung. Ist T k

eine Kontraktion für ein k ∈ N, so hat T genau einen Fixpunkt.
b) Seien K(·, ·) : [a, b] × [a, b] 7→ R and φ(·) : [a, b] 7→ R stetige Funktionen, wobei [a, b] ein
Intervall in R ist. Betrachte die Volterra-Gleichung

f(x) = λ

∫ x

a

K(x, y)f(y) dy + φ(x),

d.h. gesucht ist eine Funktion f ∈ C[a, b], die obige Gleichung erfüllt.
Benutze Teil a), um zu zeigen, dass die Volterra-Gleichung für beliebiges λ ∈ R genau eine
Lösung hat.

Die Übungsblätter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfügbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen/ws-1112/funktionalanalysis.html


