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i) / M(|f(t)|/c)dt:/M(|af(t)\/(|a|c))dt, dh. fely=af €l
R R
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ot d / < ) dt < oo, falls f,g € L und ¢,d > 0 entsprechend gewihlt sind.
c

Also ist Ly ein Vektorraum.

Homogenitét und Dreiecksungleichung fiir || - || as folgen unmittelbar aus i) und ii).

Aus [f] € Ly, und [f] = 0 folgt / M(|f(t)|/c)dt = 0 fiir alle ¢ > 0 (wegen M(t) =0 < ¢t =0 und
R

f =0 1), also ||[f]l|a = 0. )

Aus f # 0 (wir schreiben ab jetzt f sowohl fiir die Funktion selbst als auch fiir deren Aquivalenz-
klasse) folgt, dass ein € > 0 und eine Menge X existieren mit p(x) > € und |f(t)| > € fiir alle t € X
(1 Lebesgue-Maf). Da M : [0,00) — [0,00) konvex ist (und M(t) =0 < ¢ = 0), ist M streng
monoton und M (t) — oo fiir t — oo., d.h. es existiert ¢ > 0, so dass M(|f(t)|/c) > 1/e fiir alle

te X, also/M(|f(t)|/c)dt>1und daher ||f|la > 0.
R

Sei f € Ly und ¢ > 0 derart, dass oo > a > / M(|f(t)|/c)dt. Falls a > 1 ist, erhélt man
R

/ M1 (1) (ac))dt = / MIF(1)]/ (ac)+(1-1/a)0)dt < (1/a) / MIF(8)]/e)+(1-1/a) M (0)dt = 1.
R R R

Sei f,, eine Cauchy-Folge in (L s, ||-||ar). Dann existiert eine Teilfolge, die ebenfalls mit f,, bezeichnet

werde, so dass || fn+1 — fullar <1/27, d.h. /]RM(anH — fal®)/2™) < 1.
Definiere v, (¢ Z | fn+1 — fn](t). Dann gilt
. o Y- O AL
/M m( dt</M(Z YT dt AM(T;I/Q (ZT_ll/”)(l/Q”))dt

/2" [fre1 = ful(®)
<Y s o (B e s

also vy, € Ly und ||vp,||ar < 1 fiir alle m > 1.

Aus dem Satz tiber monotone Konvergenz folgt, dass / 1i£n M (v, (t))dt = liin / M (v, (8))dt <
]R m (e ] m o0 ]R,

1 und daher dass v, (t) f.4. gegen ein v(t) < co konvergiert und dass v € Ly und ||v||p < 1.

Es ist fo41 = f1 + Z( fne1 — fn), weshalb f,, punktweise fast iiberall gegen eine Funktion f
k=1

konvergiert, und wegen |f,, ()| < |fi(:)|+v(-) € La und dem Satz von der dominierten Konvergenz

ist

[ asise = [t M(g@ < [ MAAIE + o)/0) < 0
R R R
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flir geeignetes ¢ > 0 und f € Lj;. Ferner gilt mit dem Lemma von Fatou

|f_fn|(t) _ im Ifm_fnl(t)
/]RM(ZI?inl/Qk>dt_/]le_’°OM< Zju%)dt
. T (1/29) | fisr |<t>>
<liminf | M
- omeee Jr <Z (1/2) (375, 1/279)

= (1/2 | frsr — Fel ()
<Z;l > ly2) ]RM< (1/2%) >dt§1’

also |[f = fallar < D (1/2%).
k=n
Dass Hjs ein Unterraum von Ly ist, folgt wieder sofort aus i) und ii).
Sei jetzt (f,) eine Cauchy-Folge in Hyy, die gegen f € Ly (lim ||f — fn|lar = 0) konvergiert. Sei
n—oo

¢ > 0 beliebieg und n grok genug. Dann gilt /}R M(If|(8)/c)dt < /}R MIf = fal(®)Je+ ()] Je)dt <

1/2/]RM(\f — ful(®)/(c/2))dt + 1/2/RM(|fn(t)\/(c/2))dt < 00, d.h. Hyy ist abgeschlossen.

Da aus /(\f(t)|/c)p < oo fiir ein ¢ > 0 auch /(|f(t)|/d)p = (c/d)p/(|f(t)\/c)p < oo fiir alle
R R R
d > 0 folgt, ist Lyy = H)ps im Falle M(t) = tP.
Definiere f(t) = 0 fiir t < 0 und ¢t > 1, f(t) = VIn2» fiir 1/2" <t < 1/2""', n € IN. Dann gilt
oo o0

/R[exp((lf(t)l/C)Q) —1)dt = > (1/2" 7 = 1/2")exp((Vin2r /o)) — 1] = Y 1/2"[(2") V< —1] =

n=1 n=1
o 00

2(2”)(1/02)_1 - Z 1/2", was fiir ¢ > 1 konvergiert, aber fiir ¢ < 1 divergiert, also f € Lj; und
n=1
[ & Huy.
2. Sei Q = [0,00), p Lebesgue-Mak, f, := 1j,—1,, 7 = 1,2,..., und f = 0. Dann gilt f, — f
punktweise iiberall, aber || f, — f]l, =1 firallen=1,2,... und 1 <p < 0.
Sei jetzt Q = [0,1], u wieder Lebesgue-Mak, f,, := 1j, om (5, +1)2m], 7 = km2™, m = 1,2,..
0<kp<2"™—1,und f=0. Dann gilt lim || f,, — f|l, =0, 1 < p < oo, aber fiir kein z € [0, 1] gllt
fo(z) = f(x) =0.
3. Fiir | flloo = 00 und || f|lcc = 0 ist nichts zu zeigen. Also sei (aufgrund der Homogenitit der Normen)
0.B.dA. 1< |[flloc =M < o0.
Wegen || fllq < oo und 0 < || flleo = M gilt fiir jedes € > 0, dass 0 < p({z : |f(z)] > (1 —¢)M}) =
Ae < 00, und es folgt

n=1

liminf || f||, > liminf(A.(1 — €)PMP)Y/P = (1 — ) M.
p—00 p—00

Schreib jetzt Q = U,>0,, wobei Qp = {z € Q: f(z) =0}, Q1 = {z € Q: ||f(z)] > 1} und
={zeQ:1/(n—-1)>|f(x)]|>1/n)}, n>2.
Aus oo > ||f||T = / |fl9dp + Z |f|qdu folgt dann, dass eine Menge X C ) existiert mit

n>1

w(X) = A< oound / |f1Pdp <1 < MP fir alle p > g. Man erhélt somit
o\X

limsup(/ | fPdp)t/P = limsup(/ | fIPdp +/ |fP|dp) P < limsup(MP + AMP)Y/P = M.
Q p—oo JO\X b

p—o p—o0
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op a-90)p
v [up= [ e < [ / <|f|9p>’5%} 1 [ / <|f|<1-9)p><1”°e>p} I

und dhnlich fiir p; = co.



