Funktionalanalysis
Loésung zu Blatt 12

1. Fiir beliebige z1, 29 € C definiere d(z1, 22) = |21 + 22|” + |21 — 22|P.
Wir bestimmen bei festem |z1| und |z2| das Maximum m von d(z1, 22).
Fiir 21 = 0 bzw. 25 = 0 ist m = d(21, 22) = 2|22|P bzw. m = d(z1, 22) = 2|z |P.
Schreibe |z1] = a > 0 und 2z = z;a"1be’®, d.h. b = |23| > 0. d hiingt dann nur noch vom Winkel ¢
ab

d(}) = |a + be'®|P + |a — be'?|P = (a® + b? + 2abcos §)P/% + (a® + b% — 2ab cos $)P/2.

Es ist d'(¢) = —pabsin ¢(a® + b? + 2abcos ¢)p/2_1 + pabsin ¢(a® + b* — 2abcos ¢)p/2_1 mit Null-
stellen ¢ = 0,7/2,7,37/2 und eine einfache Kurvendiskussion unter Ausnutzung, dass g1 streng
monoton fallend ist, zeigt dass m = d(n/2) = d(3n/2) = 2(a® + b*)P/2. Wegen p/2 < 1 gilt
2(a® + b?)P/2 < (a®)P/? + (b*)P/? = 24P + 20P. Man hat daher fiir alle t € Q die Ungleichung
[£@&)+ g@®))P +1f(t) —g(@®)P <2|f()|P + 2|g(t)|P und erhilt nach Integration die Behauptung.

2. Sei1/q:=1/p1 ++1/pp—1 und p := p,. Dann folgt aus der Holder-Ungleichung und mit Induktion
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Da fiir f = [g|? g € L? in den Ungleichungen jeweils Gleichheit gilt, folgt ||v,|| = [|gll4, d.h. die
lineare Abbildung ~ ist isometrisch. Aufgrund des Satzes von der offenen Abbildung bleibt nur noch
die Surjektivitidt zu zeigen.

Angenommen h € (LP(Q, 1)), h & LI(Q, p). Dann existiert mit Hahn-Banach ein g € (LP(2, u))"” =

LP(Q, p) mit (g, f) = 0 fiir alle f € LY(Q, u) und (g, h) # 0. Nun ist aber 0 = (g, f) = / f-gdu
Q
fiir alle f € LI(9, p); das bedeutet g(t) = 0 f.i. und damit g = 0 im Widerspruch zu (g, h) # 0.

4. Sei (z,) eine beliebige schwach konvergente Folge mit schwachem Grenzwert z. Dann gilt stets
(s 1) < Mlzallll fller fiie alle f e B also [(z, f)] < (minf ||z, ]| z) f]|z fir alle f € E" und
damit ||z||g = ||z||p < liminf ||z,]].

n—oo
Fiir ||z|] = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also 0.B.d.A. ||z| > 0.
Definiere y = z/||z||, A\, = max{||z|], ||z, |} und y,, = z,,/A\n. Wegen lim sup ||z, || < ||z|| konvergiert
n—oo

An gegen ||z||. Also konvergiert y,, und damit auch (y, /24+y/2) schwach gegen y. Nach oben gesagtem
wnd wegen [yl < 1t 1 =yl < lminf lun/2 /2] < 1, also T yn/2lal) + /2] =
lim |lyn/2+y/2|| = 1. Aus der gleichméfigen Konvexitét von E folgt nun 0 = lim ||y, /||yn|l—y| =
n— oo n— oo

lim ||y, — y|| und damit auch lim ||z, — x| = 0.
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