Funktionalanalysis

Loésung zu Blatt 1

1. P ist VR: (an)neny €17 = Aan)nen € 1P, XA € R, ist klar.
Seien (an)nen € P und (by)nen € (P. Dann ist

Z |an + b [P < 27 Z(max{|an|, by} < Z |an|” + Z |bn | < o0,

nelN nelN nelN nelN

also (an)nen + (bn)nen € I7.

Definitheit und absolute Homogenitét von || - ||, sind klar und ebenso die Dreiecksungleichung fiir
p=1.

Young-Ungleichung: Aufgrund der Konvexitit der Exponentialfunktion folgt

lab| = er

wfa 5wl < Lompalr L Lompy Ly L
p q

Holder-Ungleichung: Seien (an)nen € P und (by)new € 14 mit ||(an)nenllp, [|(bn)nenllq = 1. Dann

ist | Z anby| < 1 Z lan|P + = Z |b,|9 = 1, woraus die Behauptung folgt.

nelN p nelN q nelN
Minkowski-Ungleichung: Von der ersten zur zweiten Zeile gelangt man, indem man die Hoélder-
Ungleichung mit ¢ = p/(p — 1) anwendet

[(an)new + (bn)neang = Z |an + b " < Z |lan + bn|p_1|an‘ + Z |an + bn|p_1|bn|

ne ne ne
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= I(an + ba)nelly ™ (1(an)nenllp + [1(on)nellp)-

Vollsténdigkeit: Sei A,, = (al)iew, n € IN, eine Cauchy-Folge in [P. Dann ist fiir alle ¢ € IN die Folge
a, n € IN, eine Cauchy-Folge in R mit Grenzwewrt b;. Schreibe B := (b;);en € I*°.
Zu jedem € > 0 existiert ein N, so dass fiir alle n,m > N gilt ||A,, — A.,,||p, < € und daher fiir jedes

M M
M € N auch (Z|a? —a"[P)P < e. Mit m — oo folgt (z:|a,;I — bi|P)/P < € fiir jedes M € N,

i=1 i=1
0

also auch (Z lal — b;|P)Y/P <'¢, d.h. lim ||A, — B, = 0, und wegen B = (B — A,,) + A, erhilt
n— oo
i=1
man B € [P.

Der Fall {*° ist klar.

2. Dass (C*[—1,1],] - ||x) ein normierter Vektorraum ist, ist klar. _
Ist f, eine Cauchy-Folge in (C*[—1,1], ||-||x), so existieren die Grenzwerte g; := lim f{? e C[-1,1],
n—roo

i=1,...,k. Zu zeigen bleibt g; = g(()i): Das folgt aus untiger Gleichung, wenn man beachtet, dass

|%(fn($ +h) = fo(x)) — fl(x)| = |fL(E) — fl(x)| fiir ein € zwischen x und = + h,
3 (000 + 1) — g0(x) — 91(2)| = |5 (90( + ) — fule + W) + 1 (fule + 1) = ful@) = Fae)
F 1 (@) = g0 @] +172(x) — 01 (@)

Um zu zeigen, dass C*[—1, 1] nicht abgeschlossen in (C°[—1,1], - [|o) ist, nehme man z.B. die Folge
fa(@) = |z["FY" f, konvergiert in (CO[=1,1], | - [lx) gegen g(z) := |2| & C'[-1,1].

Fiir allgemeines k, schliefte induktiv: go := g, fn,0 :== fn und fp 41 := frx(t) dt bzw. gy (x) ==
0

/ gk(t) dt. Dann gilt f,  — gi mit n — oo in (C¥[—1,1],[|-||x), aber gékﬂ) = |z|, also g & C*HY).
0
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3. Man betrachte die Funktionenfolge f,(z) :=

" 0<x,<1

{ | lL<z<2 € C10,2]. Ist g € C[0, 2] Grenzwert
<z<

von f, inbeziiglich der || - ||,-Norm, dann muss notwendigerweise gelten g(z) = { (1)’ (1) P z P %’ ,

also existiert kein Grenzwert in C0, 2].

. a) Wir ahmen den Beweis des Satzes von Baire aus der Vorlesung nach, nur im Komplement
sozusagen.
Sei w eine nichtleere, offene Menge in X. Man zeigt w N ( n 0,) # 0.
neN
Wiéhle z € w und ¢ > 0 mit B(xg,79) C w (wobei B(x,r) := {y € X : d(z,y) < r}). Fahre dann
induktiv fort und wihle x,, 1 und r,,+1 mit B(xp11, 7m+1) C B(Zn, 7)NO0pt1 und 0 < rp1q < 1,/2,
was moglich ist, da O,,41 offen und dicht ist. Es folgt, dass (z,,)nen eine Cauchy-Folge ist und damit
gegen ein ein z € w N ( m O,,) konvergiert.
nelN
b) O, ist dicht: Sei f € C[0,1]. Man zeigt: Zu jedem e existiert ein g € O,, mit ||g — f|loo < €.
Es existiert d mit 0 < & < €/(2n), so dass fiir alle z € [0, 1] und alle |h| < § gilt | f(x+h)—f(z)]| < €/2.
2
Betrachte jetzt die Funktion g(z) := f(x) + esin(%x). Es ist ||[g — flloo < €. Ferner existiert
zu jedem z € [0,1] ein |h| < § mit |g(x + h) — g(x)] > (e — |f(z + h) — f(x)]) > €/2, also
9@t o) o2
h €/(2n)
O,, offen: Sei g € O,,. Man zeigt: Es existiert ¢ > 0, so dass fiir alle f € C[0,1] mit || f]|e < € gilt
f+g€0n.
Wir wissen, dass es zu jedem « € [0,1] ein 0 < |h,| < 1/n gibt mit |g(z+hs)—g(x)|—n|hs| > 27, >0
und damit ein J,, so dass |g(y + hs) — g(y)| — nlhy| > 7, > 0 fir |z — y| < 5. Da [0, 1] kompakt
ist, existieren endlich viele z; € [0,1], i = 1,...,k, so dass [0,1] = U¥_, (z; — 0, 2; + 0,,). Wihle
1
€: == H11ink%“ und sei || f]leo < €. Dann gilt fiir jedes ¢ = 1,...,k und jedes y € (z; — 0s;, i +0s;)

i=1,...,

=n.

l9(y + ha,) + f(y + ha,) — 9(y) = FW)] = nlhe,| > (l9(y + ha,) — 9()]
> Yy, — 22> 0.

Also liegt m O,, dicht in (C[0,1], || - [|sc), und jedes f € ﬂ O,, ist nach Konstruktion an keinem

nelN nelN
Punkt differenzierbar.



