Funktionalanalysis

Loésung zu Blatt 2

Loa)|-llp<Il-llgs 1 <g<p<oo: Der Fall p= oo ist klar.

Wir zeigen zuerst Z la; [P < (Z|ai\)p, 1 < p, fiir beliebige a1,...,a, € R. Der Fall n = 1
i=1 i=1

ist offensichtlich. Per Induktion gilt F(x) := Z la; [P + aP — (Z la;| + z)P < 0 fiir x = 0, und
i=1

i=1

d n oo
%F(x) = paP~! —p(; la;| + )P~ < 0 fiir alle > 0, woraus wegen ;:v |a;|” — 0 mit N — oo
die Behauptung folgt.

n n
Fiir beliebiges ¢ < p schreibe Z(|ai|q)p/q < (Z lag|1)P/9. s folgt || [, < || - llq-

i=1 i=1
Die Inklusionen cgp C 19 C P Ccg Cc CI® 1< g < p< 0, sind jetzt trivial. Um 19 C [P
einzusehen, nehme man z.B. die Folge z, := (1/n'%),cw, fiir coo S 19 die Folge rq/2 und fiir

U 19 C ¢g die Folge (1/Inn)pen.
1<g<o0
Ferner liegt cgo dicht in g, weil fiir jede Folge a := (ay)nen € co, die Folge b; := (b%)nen € coo,
definiert durch b,, = a,, fiir n <17 und b,, = 0 sonst, gegen a konvergiert.
Es bleibt noch lim ||z, = ||z||« fiir alle x € I* zu zeigen.
pP—o0
(o]
Sei x := (xp)nen € I'. Dann existiert zu jedem € > 0 ein N € N, so dass Z |x,,| < €. Definiere
n=N
Y := (Yn)nen durch y,, = x,, fiir n < N und y,, = 0 sonst und 2 := (2, )nen durch z, =0 fir n < N
und z, = x,, sonst. y und z sind in [P fiir alle 1 < p < oo und = = y + z. Setze m := ma]l%(|z"\. Es
ne

folgt
m <zl < llylly + 12l < lylly + 12l < (NmP)VP e,

also wegen lim NP =1 die Behauptung.
p—o0

b) Sei z := (2 )new € cund a := lim z,; definiere einen beschriankten, linearen Operator T von ¢
n—roo

nach ¢y durch Tz = (yn)nen € o, wobel y1 = a und Y41 = z,, fiir n > 1. Sei jetzt = (Tp)nen €
co; definiere einen beschriankten, linearen Operator S von ¢y nach ¢ durch Sz = (y,)nen € ¢, wobei
Yn = Tn+1—21. Dann sieht man leicht, dass T'S = Id., und ST = Id., d.h. T ist ein Isomorphismus.

2. P =UpenPy, wobei P, :={f € P:grad f < nein (n+1)-dimensionaler Vektorraum ist und damit
ein abgeschlossener Unterraum von P (Aquivalenz aller Normen auf R™"!). Ein abgeschlossener
Unterraum eines Banachraums ist aber entweder der ganze Raum oder nirgends dicht. Also ist (P, ||-
|I) von erster Kategorie in sich. Insbesondere ist auch P, aufgefasst als Unterraum von (C10, 1], ||-||c),
von 1. Kategorie.

3. Seil<g<p<oo. Esgilt l7= U F, = U {z € l]||z]lq < n}. Wir zeigen, F,, ist abgeschlossen.
nelN nelN
Dann folgt, da es zu jedem € > 0 ein y € [P \ 7 gibt mit ||y — z||, < ¢, dass F), nirgends dicht ist.

Sei xp, = (2]")iew € Fny, m=1,2,. .., eine Cauchy-Folge beziiglich der [P-Norm und y = (y;) deren
N N

7
Grenzwert. Dann gilt fiir alle N € IN, wegen z |z |7 < n? fiir alle m € N, auch Z ly;|? < n? und
i=1 i=1

damit Z ly;|? < nf, d.h. y € F,.
i=1
Der zweite Aussage folgt aus U 1= U p=tim,

1<qg<p neN

4. a) Sei T" : X — X eine Kontraktion. Dann hat 7" genau einen Fixpunkt y. Wegen T"z = z fiir



Funktionalanalysis
Loésung zu Blatt 2

alle Fixpunkte von T hat auch T" héchstens einen Fixpunkt und wegen T"(Ty) = T(T"y) = Tz ist
Ty Fixpunkt von T™ also Ty = y.

b) Der Fall A = 0 ist trivial. Sei 0.B.d.A. [a, 8] = [0, 1]

Definiere T' : C[0,1] ~ [0,1] durch T'f(x) = )\/ K(x,y)f(y)dy+ ¢(z). Existenz und Eindeutigkeit

0
der Losung der Volterra-Gleichung ist dann mit Teil a) dquivalent zur Existenz und Eindeutigkeit

eines Fixpunktes von T fiir ein n € IN.

Sei M := max |K(z,y)|. Esist
(z,y)€[0,1]2

ITf(x) —Tg(z)| = |\ /Om K(z,y)(f(y) — g(v)dy| < NM| f - gllcc

und per Induktion

T f(x) = T g(x)| = IAI/ K(z,y)(T" f(y) — T"g(y))dy|
|)\|n+an+1 T |)\|n+1Mn+1
T R e T

A'!LMTL
Aus lim A

n—00 n!

= 0 folgt, dass T™ fiir n grof genug eine Kontraktion ist.




