Funktionalanalysis

Loésung zu Blatt 4

1. a) Seien 2,y € C und z = Az + (1 — A)y (0 < XA < 1). Dann existieren Folgen z,, und ¥,, mit
lim z, = 2 und hm yn = y. Es folgt hm Az, + (1= ANy, = 2.
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Seien z,y € int C’ Dann existiert € > 0 mlt B(x €),B(y,e) CC.Seiz=dx+(1-Ny (0< A< 1).
Jedes 2/ € B(z,€) ldRt sich schreiben als A(z + 2" — 2) + (1 — A)(y + 2’ — 2), also 2’ € int C.

int C C C ist klar. Sei jetzt z € C und z, eine Folge in C, die gegen z konvergiert. Sei z € int C
und B(z,e) € C, ¢ > 0. Dann ist fiir jedes z, der offene Kegel K, := {y = Az’ + (1 — Nz, :
|lz" — z|| <€, 0 < XA <1} Teilmenge von int C, weshalb eine Folge z/, mit 2/, € int C fiir alle n € IN
existiert, die ebenfalls gegen z konvergiert, d.h. C' C int C.

int C ist eine offene und konvexe Menge, weshalb ein f € X’ existiert mit f(x) < f(y) fiir alle z €
int C' und y € D und daher aufgrund der Stetigkeit von f auch f(z) < f(y) fir alle z € int C O C
und y € D.

b) Dass H konvex und abgeschlossen ist, ist klar. Sei nun 2 € H und y := (1/n),en € [, Dann ist
x + 0y € H fiir jedes 6 > 0 und somit = kein innerer Punkt.

2. Gleichheit in der Dreiecksungleichung, ||z + y|| < [|z| + [ly[l, gilt bei Hilbertrdumen genau dann
(man sehe sich den Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung an), wenn z ein Vielfaches von y ist,
also im Falle ||z||, ||y|| = 1 genau dann, wenn = = y.

Wegen der strikten Konvexitdt der Exponetialfunktion gilt Gleichheit in der Young-Ungleichung,
ab < (1/p)aP+(1/q)b? (1 < p < 00), genau dan, wenn o = b?, und damit in der Holder-Ungleichung,
S anbn < (@) llpll(ba) q» genau dann wenn a2 /(|(an)I[2) = b7/(|(b,)]12) fix alle i € .
Fiir die Minkowski-Ungleichung, ||z + yl|, < |||, + lyll, (1 < p < o), folgt, dass Gleichheit genau
dann besteht, wenn sign x; = sign y; und 7 /(||(z,)|[5) = ((z +u)P "/ (|| (2, + )P~ |9), wobei
qg=p/(p—1), fir alle ¢ € IN gilt und das gleiche mit « und y vertauscht, weshalb x ein Vielfaches
von y sein muss.
Ein Gegenbeispiel fiir [°° sind die Folgen (1,0,0,...) und (1,1,0,...) und fiir /* die Folgen (1,0,0,...)
und (0,1,0,...).

Seien f und f zwei Funktionale, die g auf ganz X fortsetzen, und o.B.d.A. |jg|| = || f]| = ||f] = 1.
Dann gilt wegen der strikten Konvexitiit von X', dass 1 < ||(f + f)/2|| < 1, da f(z) = f(z) = g(z)
fiir alle z € U, also f = f.

3. Da E endlich-dimensional ist und damit separabel, existiert eine Teilmenge (y;);en, die dicht in
E liegt, d.h. fiir alle n € IN gilt U B(y;,1/n) = E. Wéhle nun, falls vorhanden, zu ¢,n € IN ein
iEN
Zin € B(yi, 1/n) N C. Dann ist die derart gewdhlte Menge (2, )nen abzéhlbar und dicht in C'.

Wegen (2, )nen C U C,, liegt U C,, dicht in C. Sei nun z,, = Z/\inatl (Z MNo=1, A >0)
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eine Folge in C,,. Dann existiert eine Teilfolge my, so dass )\fnk gegen ein A\’ konvergiert (Z No=1,
i=1

> 0) und somit z,,, gegen Z MNx; € C, konvergiert; d.h. C,, ist kompakt.
i=1

Da C,, kompakt ist und 0 € C,,, existiert ein f, € E' mit f,(x) > 0 fiir alle z € C,,, | f|| = 1.
Da F endlich-dimensional ist, ist auch E’ endlich-dimensional und somit die Menge {f € E’ :
|IfIl = 1} kompakt. Das bedeutet, dass die Folge der f,, eine konvergente Teilfolge besitzt. Sei f
deren Grenzwert. Dann ist || f|| = 1 und, weil C,, C C, 4y fir £ > 0, ist auch f(z) > 0 fiir alle
x € U und damit f(z) > 0 fir alle z € C.

nelN
Esist 0 ¢ A— B und A— B ist konvex, d.h. es existiert ein f € E' mit f(a—b) > 0, also f(a) > f(b),
fiir alle a € A und b € B.

4. Dass X und Y abgeschlossene Unterrdume sind (also insbesondere konvex), ist klar. Ferner ist
coo C X +Y und somit x +y = E (fiir z = (z,) € coo wahle (y,,) € Y mit yo,, = 22, und (z,,) € X
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mit Top_1 = 2ap—1 — 2"Yan ).

Ausc=2+ymit z = (z,) € X und y = (yn) € Y folgt ya, = 1/(2") und daraus yo,_1 = 1 fiir
alle n > 1, im Widerspruch zu Y C FE.

Aus z = (z,) € YN Z folgt z =z — ¢ mit € X und daraus 2z, = —1/(2") und wegen z € Y, dass
Zon—1 = —1, im Widerspruch zu Y C F.

Sei f(x —c¢) > f(y), dh. fl(x—y) > f(c) =a (a€R), firallex € X und alley € Y, also f(z) > a
fir alle z € X +Y und daher fiir alle z € X +Y = E. Es folgt f = 0. X und Y lassen sich also
nicht durch eine Hyperebene trennen.




