Funktionalanalysis

Loésung zu Blatt 6

1. Sei A C X beschriankt und 71,75 € K(X) und (z,) = ((Th + T2)y.) eine Folge in (Th + T»)(A).
Dann existiert eine konvergente Teilfolge (T1yn, ) von (T1y,) und eine konvergente Teilfolge (Tgynkl)
von (Tayy, ). Daher ist (2, ) eine konvergente Teilfolge von (z,,) und somit (71 + T») € K(X).
Dass o1y € K(X) fiir a € K, ist klar.

Sei jetzt T € K(X) und S € £(X) und wieder A C X beschrinkt. Dann ist auch S(A) beschriankt
und daher T'(S(A)) relativ-kompakt, also T'S € K(X).

Ist (x,,) = (S(Tyn)) eine Folge in ST(A), dann besitzt (T'y,) eine konvergente Teilfolge (Tyy, ) und
somit (x,) die konvergente Teilfolge (S(Tyn, )), also ST € K(X).

Sei T,, € K(X) eine Folge, die gegen T € L(X) konvergiert, und sei A C X beschrinkt. Sei e > 0

und n grofs genug, so dass ||T),(z) — T'(x)|| < e fiir alle x € A. Da T,,(A) prakompakt ist, existieren
endlich viele zy,..., 2 € A mit T),(A) C UF_, B(Ty,(x;)) und somit T(A) C U, B3 (T (x)).

. Wihle y,, = 2, /||z,;}|| € G(A) mit z,, — 2 € G(A). Dann gilt

i e = lim et = 0= tim (o7l e

Ist 0 der einzige topologische Teiler der Null, dann besitzt G(A) keine Randpunkte aufer der 0.
Das bedeutet aber G(A) = A/{0}, weshalb aus dem Satz von Gelfand-Mazur A = C folgt.
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r(zy) = lim [[(zy)" " = lim [lz(yz)"""y|

< T ][yl () ) = ()

und genauso r(yz) < r(zy) also r(zy) = r(yz).
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y(z(yz)™t) = e und z(y(ry) ') = e und damit

y =z~ ! (xy), also ist y invertierbar mir y~

(z(yz) "y = (z(yx) y(zy(zy) ") = z(yz) 'yz(y(zy) ") =,

also ist y invertierbar mit ! = z(yz) ™! und genauso x mit 2! = y(xy) L.

Sei zB. X = > und A = L(X). Sei S; € £(X) der Links-Shift, der gegeben ist durch
Si(n)nen = (Yn)nen mit y, = Tpt1, und S, € L(X) der Rechts-Shift, definiert durch
Sr(@n)nen = (YUn)neny mit y, = x,—1 fiir n > 2 und y; = 0. Dann ist S;S,z = «x fiir alle
x €12, also S,.S; = Id, aber z.B. S,8,(1,0,...) = (0,0,...), d.h. S,.S; # Id.

(e+yle—ay) 'z)(e—yz)=e—yz+yle—ay) 'z —yle—ay) ‘ayz = e —yle —ay) (e —

xy)x + yle — xy) rayr = e + y(e — 2y) " (—(e — xy)z + = — ryx) = e und dhnlich

(e —yx)(e+yle —xy)'a) = e, also (e —yz) ' = (e + y(e — xy) " 'z).

0#£MN€plry) & (Ne —zy) € G(A) & AMe— A "toy) € G(A) & Me— A lyz) € G(A) & 0 #
A € p(yx), also o(zy) U {0} = o(yz) U{0}.

Beispiel zu o(zy) # o(yz): A = L(I%), x = S; und y = S, (sieche Aufgabe 3); dann ist
S1S, = Id, also 0 € o, aber S,.5; ist nicht injektiv, also 0 € (S,.5}).



