Funktionalanalysis

Loésung zu Blatt 8

1. Betrachte die Kugeln By (0) C X, N € IN. Da T kompakt ist, findet man zu jedem N € N und
jedem n € N endlich viele X", .. :cliv(]\l, ny Wit T(By(0)) C Uk(" N)Bl/n( ™). Aus 1gT =
UnenT (B (0)) folgt dann die Separablhtat von rgT.

2. Angenommen z ¢ V. Dann existiert ein ¢ € X’ und ein € > 0 mit ¢(y) < ¢(x) — ¢ fiir alley € V
im Widerspruch zu ¢(z, —z) = 0 (2, € V).

Wihle jetzt V := conv{z,, : n € IN} als den Abschluss der Menge der Konvexkombinationen der z,,
dann wissen wir der Grenzwert von (x,,) liegt in V', woraus die zweite Behauptung folgt.

3. Sei T ein beschrankter, linearer Operator von ¢ nach ¢ und o.B.d.A. ||T|| = 1.
Da (cp) = 0! separabel ist, besitzt jede in ¢q beschriinkte Folge eine schwache Cauchy-Teilfolge, und
ist (ay) eine schwache Cauchy-Folge in ¢y, dann ist (a, — anym)n fiir jedes m € IN eine schwache
Nullfolge. Konvergiert dann (T(an — @nim))n in £P-Norm gegen Null, ist (T'a,), eine in Norm
konvergente Nullfolge. D.h. es geniigt zu zeigen, dass schwache Nullfolgen in ¢y auf in ¢’-Norm
konvergente Nullfolgen abgebildet werden.
Es gilt fiir jede schwache Nullfolge (w,,) = (w;)iem in ¢ bzw. in P und jedes x € ¢y bzw. x € /P

limsup ||z + wy||co = max{”x”oo,hmsup lwnlloo} bzw.
n— 00

limsup ||z + wy||h = (|2} + lim sup [Jw,|[},
n—oo n—oo

da fiir jede Komponente lim w; = 0.
n—oo

Sei jetzt (hy) eine schwache Nullfolge in ¢g. Es existiert dann M > 0 mit ||h,|lcc < M fiir alle
n € IN. Sei 0 < e < 1. Dann existiert . € comit ||Z¢|loc =1 und 1 — € < ||Tz||, < 1. Ferner gilt fiir
jedes t > 0 und jedes n € IN || Txc + T (thy)|lp < ||ze + thn||oo-

Da T'(th,) schwache Nullfolge in ¢* ist, folgt

[|Txe||) + limsup || T(th,) || = limsup [Tz + T'(th,) |} < limsup [z, + thy[%,
n—00 n— 00 T—>00

— maoc{ |12, limsup [th, |2, } < max{1, M7},
n— oo

also
limsup ||T'(hy,) |5 < —[max{l,tpMp} —(1—¢€)7).

n— oo

Sei jetzt 0 < e < M2 und t = eﬁ, insbesondere also tP MP < 1. Man erhilt

lim sup |7 (A )Ilp<ﬁ[ (1-e)]

n— oo
und mit € — 0 die Behauptung.

4. Wegen ||z, || = 1 nimmt d(-, -) nur endliche und natiirlich nicht-negative Werte an. d(¢, 1) = d(¢, QS)

d(¢,¢) = 0und d(¢,¥) < d(¢,n)+d(n, ) sind klar. Ferner folgt aus d(¢,v) = 0, dass |(¢—1, y)| =
fiir alle y € span{z,, € X : m € N} und damit auch fiir alle y € X, also ¢ = ¢. D.h. d(-,) ist eine

Metrik.

Sei ||pnllx» < M. Konvergiert (¢,) gegen ¢ beziiglich der Metrik, dann konvergiert |(¢, — ¢, )|
(m € IN) gegen Null und damit auch |{¢,, — ¢,y)| fiir alle y € span{z,, € X : m € IN}. Sei nun
x € X beliebig und y € span{z,, € X : m € N} mit ||z — y|| < e. Dann gilt

(on — & 2)| < [dn — &, 9)| + dn, 2 — p)[ + (&, —y)| < on — &, 2)| + (M + [|9]lx) ||z -y
S et (M +[|9]x)e
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(fiir n gro® genug), also konvergiert (¢, ) schwach® gegen ¢.
Konvergiere nun (¢,,) schwach® gegen ¢. Dann gilt

> 1 Mo >
S ol = b < 3 olion — dmmdl 4 S S (M 6l < .
m=1 m=1 m=N+1

wenn erst NV und dann n grof genug gewéhlt wird.
Da X separabel und reflexiv ist, ist auch X"’ und damit X’ separabel, so dass obiges Argument auf
X" = X angewendet werden kann.



