
Funktionalanalysis
Lösung zu Blatt 9

1. a) σ(T ) = σ(T ′) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass (λ−T ) genau dann invertierbar ist, wenn
(λ− T ′) invertierbar ist.
b) ‖Id+ T‖ ≤ 1 + ‖T‖ ist klar.
Wegen ‖T‖ ∈ ∂σ(T ) existiert zu jedem ε > 0 ein x ∈ X mit ‖x‖ = 1 und ε ≥ ‖(‖T‖Id − T )x‖ =
‖(‖T‖Id+ Id)x+ (−Id− T )x‖ ≥ (‖T‖+ 1)− ‖(Id+ T )x‖, also ‖(Id+ T )‖ ≥ ‖T‖+ 1− ε.

2. Wegen ‖Sl‖p = 1 und wegen λ(x1, λx1, λ
2x1, . . .) − Sl(x1, λx1, λ2x1, . . .) = 0, wobei x1 6= 0 sein

soll, und (x1, λx1, λ
2x1, . . .) ∈ lp für λ < 1, falls p < ∞, und für λ ≤ 1, falls p = ∞, und da

jeder Eigenvektor notwendigerweise von obiger Gestalt ist, gilt σP (Sl) = {λ ∈ C : |λ| < 1},
σa(Sl) = σ(Sl) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} für p <∞ und σP (Sl) = σ(Sl) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} für p =∞.

Aus (λId−Sr)(x1, x2, . . .) = (λx1−0, λx2−x1, . . .)
!
= (0, 0, . . .) folgt x1, x2, . . . = 0, also σP (Sr) = ∅.

Aus (λx1 − 0, λx2 − x1, . . .)
!
= (y1, y2, . . .) folgt x1 = y1/λ, x2 = y1λ

2 + y2/λ, . . . ,xn = y1/λ
n +

y2/λ
n−1 + · + yn/λ,. . . , weshalb (1, 0, 0, . . .) nicht im Bild von (λ − Sr) für λ < 1 ist, und daraus

zusammen mit ‖Sr‖ = 1, dass σ(Sr) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}, 1 ≤ p ≤ ∞.
Aus ‖(λ− Sr)x‖ ≥ | ‖Srx‖ − |λ|‖x‖ | = (1− |λ|)‖x‖ und obigem folgt σa = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

3. σ(Th) = {λ ∈ C|∃x ∈M : λ = h(x)} (s. Vorlesung).
λ ∈ C ist genau dann ein Eigenwert, wenn ein x ∈M und ein ε > 0 existieren mit h(Bε(x)) ≡ λ.

4. Wähle eine Folge (yn)n∈N mit yn ∈ K derart, dass die Menge {yn : n ∈ N} dicht inK liegt. Definiere
den Operator T ∈ L(`2) durch T (xn)n∈N = (ynxn)n∈N. Dann sind wegen (ynId− T )en = 0 alle yn
in σ(T ) und deshalb K ⊂ σ(T ). Für λ 6∈ K gilt (λ − T )Tλ = Tλ(λ − T ) = Id, wobei Tλ ∈ L(`2)
durch Tλ(xn)n∈N = (xn/(λ− yn))n∈N gegeben ist, also K = σ(T ).
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