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Sei K ein Archimedisch angeordneter Körper.

1. Zeige anhand der De�nition, dass die Folge (an)n∈N mit an :=
3n− 1

n+ 2
gegen a ∈ K konvergiert.

Und dann bestimme zu ε = 10−5 ein n0 = n0(ε), sodass für alle n ≥ n0 gilt |an − a| < ε. [2]

2. Untersuche die folgenden Folgen auf Konvergenz und bestimme die Grenzwerte a, b, c ∈ K,
falls sie existieren. [1.5+1.5]

(a) cn :=
(−1)nn2 + 1

n2 + 3n+ 2
,

(b) bn :=
n2

2
−

n2∑
k=1

k

n2 + 3
,

(c) cn :=
n

2n
.

Hinweis: Beweise, dass n2 ≤ 2n für alle n ∈ N,
n ≥ 4.

3. Seien (an)n∈N und (bn)n∈N zwei folgen in K. Wir nehmen an, dass es zu jedem ε > 0 ein
n0 ∈ N so gibt, dass für alle n ∈ N mit n ≥ 0 gelten:

|an| < 3ε2, |bn + bn+1| < ε.

Sind diese Folgen konvergent? Wenn ja, bitte beweisen Sie die Behauptung. Wenn nein, bitte
geben Sie ein Gegenbeispiel!

4. Sei q ∈ K mit 0 ≤ q < 1.

(a) Die Folge (an)n∈N sei de�niert durch an := 1 + q + ... + qn. Zeige, dass (an)n∈N eine
konvergente Folge ist und bestimme ihren Grenzwert. [2]

(b) Angenommen, K ist vollständig. Sei (bn)n∈N0
eine Folge in K und gilt:

(∗) |bn+1 − bn| ≤ q. |bn − bn−1| für alle n ∈ N.

Zeige, dass (bn)n∈N0
konvergent ist. [2]

Hinweis: Nach (∗) beweisen Sie, dass (bn)n∈N0
eine Cauchy-Folge ist.

(c) Ist (bn)n∈N0
auch konvergent, wenn q = 1 gilt? [1]

5. (Quadratwurzelalgorithmus) Durch vollständige Induktion über n zeige man:

(a) Es gibt eine Folge (xn)n∈N0 rationaler Zahlen der Form

xn =
n∑

k=0

dk
10k

mit dk ∈ {0, 1, . . . , 9}, so dass

xn
2 ≤ 2 <

(
xn +

1

10n

)2

.

Hinweis: Wähle im Induktionsschluss dn+1 = max
{
k ∈ {0, 1, . . . , 9}|

(
xn + k

10n+1

)2 ≤ 2
}
.

(b) Ist N ∈ N, so für alle n ≥ N gilt: xN ≤ xn < xn + 1
10n ≤ xN + 1

10N
.
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