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0. Bitte geben Sie nur die Übungsaufgaben 2, 3, 4, 5a* ab.

1. Unter Benutzung der Reihendarstellungen der Exponentialfunktion und von Cosinus und Sinus
zeige man:

(a) lim
x→0

sinx

x
= 1, (b) lim

x→0

expx− 1

x
= 1.

2. Bestimmen Sie die Grenzwerte. [3x1.5]

(a) lim
x→0

√
9 + x− 3

x
(b) lim

x→−1

2x2 + 5x+ 3

x3 + x2 + x+ 1

(c) lim
x→0

1− cos 2x

x
. Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1.

3. (a) Folgere aus ihrer Funktionalgleichung, dass die Exponentialfunktion [1.5]

exp : R → R, expx =
∞∑
k=0

xk

k!

monoton wachsend auf R ist.
Hinweis: Folgere zunächst aus der Funktionalgleichung, dass expx ≥ 0 für alle x ∈ R und
aus der Reihendarstellung, dass expx ≥ 1 + x für alle x ∈ R.

(b) Sei c > 0. Man zeige, dass die Exponentialfunktion auf dem Intervall [−c, c] dehnungsbe-
schränkt ist und bestimme eine Lipschitz-Konstante. Gibt es ein c > 0, sodass sie kontra-
hierend auf [−c, c] ist? [1.5]

4. Sei f : R → R die Funktion de�niert durch

f (x) =


1/x2 für x > 1,

ax2 + b für x ∈ [0, 1] ,

2 +
√
1− x für x < 0.

Bestimme a und b so, dass f auf R stetig ist. [2.5]

5. (a) Zeige, dass die Funktion

f : Q → R, f(x) :=

{
0 für x ≤

√
2

1 für x >
√
2

stetig ist. [1]

(b) Seien f, g : R → R stetige Funktionen mit f(x) = g(x) für alle x ∈ Q. Zeige, dass dann
f(x) = g(x) für alle x ∈ R gilt.
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