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Losungsvorschlag — Zwischenklausur Analysis I

1. Sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie: f ist genau dann injektiv, wenn fiir alle Teilmengen
A, BC Xgilt f(AANf(B)=f(ANB). [10]

Lésung:

(x) f(A)Nf(B)Cf(ANB)

(%) fA)NF(B)D f(ANB).
Seien A, B C X und y € f(A) N f(B). Dann existiert ein 1 € A : y = f(x1) und es existiert ein
x9 € B :y = f(x2). Wegen der Injektivitdt von f ist x1 = 29 € AN B, also y = f(x1) = f(x2) €
f(AN B). Daraus folgt die Inklusion (x).

Seien A, B C X und y € f(AN B). Dann existiert ein z € ANB :y = f(x). Weil AN B Teilmenge
von A und auch von B ist, also ist y = f(z) € f(A) N f(B). Damit folgt (xx).

7 < 7. Angenommen umgekehrt, f (A) N f(B) = f (AN B) gilt fiir alle Teilmengen A, B C X.
Z.z.: f ist injektiv. Seien x1,x9 € X mit f(x1) = f(x2). Setze y := f(x1) = f(x2). Dann ist

y € f{z1}) N f({x2}) = f{z1} N{z2}) # 0. Damit folgt {z1} N {z2} # 0, d.h. 1 = xo. Also ist
f injektiv.

7 =7 : Angenommen, f ist injektiv. Z.z.: VA, B C X gilt {

2. Beweisen oder widerlegen Sie: [5x5]

(a) Sei a € R und (ay,),cy ein reelle Folge derart, dass
1
Ve € (0,2> AINeN:Vn>N la, —al <e.

Dann ist die Folge (ay,) konvergent.

neN

(b) Sei (an),cy €in reelle Folge mit nh_}ngo na, = 0. Dann gilt nh_}ngo an = 0.

[e.e] o0

c) Ist Z ay eine konvergente Reihe, dann konvergiert auch die Reihe Z agk-
k=1 k=1

3" n gerade

n . Dann besitzt die Menge A ein Infimum
3 n ungerade

(d) SeiA:{an|n€N}mitan:{

und kein Supremum in R.

(0.9]
(e) Seien (an),ecy und (by),cyn Folgen mit lim (a, — b,) = 0. Falls Zak konvergiert, dann

n—00
k=1

oo
konvergiert auch Z by
k=1
Lésung:
(a) Die Aussage ist wahr.
Beweis: Sei € > 0 beliebig.

1
Falls € € (0, 2>, gilt nach der Voraussetzung: AN e N:Vn > N |a, —a| < ¢.



1 1 1
Falls € > 3 betrachten wir ¢’ = 1 €10, 2) < e. Zu diesem ¢’ existiert nach der Vorausset-

zung ein N € N mit |a,, — a| < &' Vn > N. Also gilt: |a,, — a| < e Vn > N.
Fazit: Ve >0 IN e N:Vn > N |a, — a| < ¢, d.h. die Folge (ay),cy konvergiert.
(b) Die Aussage ist wahr, denn: fiir alle n € N gilt 0 < |ay| < |nay| und lim na, = 0, folgt
n—oo

daraus mit dem Einschlieltungskriterium lim a, = 0.
n—oo

1 1
2. Methode: lim a, = lim —.(na,) = lim — . lim na, = 0.0 =0.

(c) Die Aussage ist falsch.

—1 k o]
Gegenbeispiel: Sei ap = ( k:) fiir alle £ € N. Dann konvergiert die Reihe Zak nach dem
k=1

oo oo [e.e]
1 1
Leibniz-Kriterium, aber E asy = E % ist divergent, da die harmonische Reihe E z di-

) k=1 k=1 k=1
verglert.

(d) Die Aussage ist wahr.

Beweis: Fiir allen € N gilt a,, > 0. Dann ist die Menge A nicht leer und nach unten beschrankt.
Damit besitzt A ein Infimum.

Auferdem gilt lim 3" = 400, d.h.: Ve > 03N € N: (Yn > N 3" > ¢). Damit ist A nicht
n—oo
nach oben beschrankt. Folglich existiert das Supremum von A nicht.

(e) Die Aussage ist falsch.

1 1
Gegenbeispiel: Seien ap = 72 und b, = Z fiir alle £ € N. Dann gilt klim (a — br) = 0 und

—00

[ee] oo

1 1
E w2 konvergiert nach Vorlesung, aber die harmonische Reihe E % divergiert.
k=1 k=1

3. Sei (an),cy eine reelle Folge, die rekursiv durch

2a2 — 3
a, + 2

a1 =4 und apyq =
definiert ist.

(a) Zeigen Sie: Fiir allen € N gilt a, > 3. [10]

3
(b) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 3a: Fiir alle n € N gilt ap41 — 3 > 2 (an, —3). [10]

n—1
(c) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 3b: a, > (2) +3 Vn € N. Ist die Folge

(an) ey damit konvergent? [10]

Lésung:

(a) (IA) Klar ist, dass die Aussage fiir n = 1 wahr ist.
(IS) Sei n € IN und sei die Aussage fiir dieses n richtig, d.h. a,, > 3 (IV).
Z.7.: any1 > 3. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt a, + 2 > 0 und 2a,, — 3 > 3. Also gilt:

2
an,

an,

Uni1 > 3 & >34 2a2 — 3> 3(an +2) < ayn (20, — 3) > 9: wahr

Folglich ist die Aussage fiir dieses n-+1 richtig. Die Aussage (i) ist also daher richtig nach dem
Induktionsprinzip.



(b) Aus dem Ergebnis der Aufgabe 3a folgt:

3 2a2 — 3 3 a2 —3a an(an — 3)
—3—=(a,—-3)="——-3—-(a,—3) =2 o= T 0Vn €N
fnt1 p(an=3) =" 2= = e T a2 L EN
3 1-1
(c) (IA) Wegen a; =4 = <2> + 3 ist die Aussage fiir n = 1 wahr ist.

n—1
(IS) Sei n € IN und sei die Aussage fur dieses n richtig, d.h. a, > <;> + 3.

2.7 py1 > (2) + 3. Aus der Induktionsannahme und der Aufgabe 3b folgt , dann gilt:

3 3(/3\"! 3\"

Nach dem Induktionsprinzip ist die Aussage daher richtig.

n—1
Die Folge (ay,),, divergiert wegen lim <2> = +o00 und der obigen Ungleichung.

n—o0

o0

kE+1
4. (a) Berechnen Sie den Konvergenzradius R der Potenzreihe ; ﬁm’f

[10]
(b) Bestimmen Sie die Menge aller z € R, in denen die obige Potenzreihe konvergiert. [15]
Lésung:

+1
2k2 —1
k42 2821 244K’ k-2 24+ 31— L2,
C2(k+1)7—1" k+1 2B 46R24+5k+1 2+ 8+ 5+ Lkso2

1

(a) Fiir a = gilt:

Q41
ay

Damit hat die Potenzreihe den Konvergenzradius R =
ak+1
ag

1
limsup {/Jax]  1im

k—o0 k—o0

(b) Aus der Aufgage 4b folgt, dass diese Potenzreihe konvergiert fiir [z| < 1, d.h. =1 <z <1,
und divergiert fiir || > 1, d.h. z < —1 oder z > 1. Wir miissen jetzt noch die Riander des

Konvergenzintervalls, d.h. x = —1 und x = 1, untersuchen. Dies liefert die zwei folgenden
Reihen - -
E+1 E+1
k
(%) ; (1) 5z —7 uwnd () ; T

Die Konvergenz der Reihe (x) folgt aus dem Leibnizkriterium, weil
1,1

0
— — =0 und

(0 @ =g —7 = 2= L koo 2
(1) (ag), monoton fallend ist, denn fiir alle £ € N gilt a; > 0 und
= <1=2k>+6k"+>bk+1>2k>+4k" -k —2
a 23 1 6k2 + Bk 11 HORT ok L 2 A

& 2k* 4 6k + 3 > 0: wahr

Die Divergenz der Reihe (xx) folgt dagegen aus dem Minorantenkriterium wegen der Divergenz
der harmonischen Reihe und

k+1 k 1
W19k of "FEN

Insgesamt: Die urspriingliche Potenzreihe konvergiert genau fiir x € [—1,1).

ap =



5.

(a)

(b)

Sei (an)nen eine Nullfolge. Zeige, dass es ein N € N gibt mit

2 ag
> lag] <
1+ ap

3 ‘§2|ak| fiir alle k > N.

Zeige, dass Z aj, genau dann absolut konvergiert, wenn Z
k=1

absolut konvergiert.
+—ak

Losting:

(a)

(o ¢]
Die Konvergenz von Zak impliziert: lim a; = 0. Daraus folgt dann lim |1+ ai| =
= k—o00 k—o00

1
Deswegen gibt es zu dem € = 3 ein N € N| sodags fiir alle k > N gilt:

14+ ax] —1] < 1<:> 1<]1+ | 1<1<:>1<|1+ |<3
ak 27 72 ak 2" 2 N
= 2 < = <2
3 Mta]
Damit folgt die Ungleichungskette:
210kl < | =2 | < 21ay| fiir alle k> N
—|a a ur alle .
3= T g = =

[0.9]
Angenommen, die Reihe Z ay, konvergiert. Also gilt klim ar, = 0. Damit gibt es nach Aufgabe
—00
k=1

2 oo oo
SNOES S A E )

Aus der rechten Ungleichung in (1) folgt offensichtlich nach dem Majorantenkriterium, dass:
oo [e.e]

Ha ein N € N mit

wenn die Reihe Z aj absolut konvergiet, dann konvergiert auch die Reihe Z absolut.
+ ay,
k=1 k=1
o
Angenommen nun, die Reihe Z absolut konvergiert. Also gilt lim = 0. Damit

ay k—oo 1+ ag
erhalten wir, dass hm ap = O Ahnlich wie eben benutzen wir nochmals das Ergebnis der
Aufgabe 5a und dann erhalten wir auch die Ungleichungskette (1) fir ein N € N. Folglich

folgt die absolute Konvergenz von Z ay aus der linken Ungleichung in (1).
k=1

[5]

[5]



