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(Bitte geben Sie nur die Übungsaufgaben 1, 2a, 4a).

1. Sei I := [0, 1 + a] ⊂ R, a > 0. Sei f : I → R de�niert durch [13]

f(x) :=

{
ax für 0 ≤ x ≤ 1,

a− (x− 1) für 1 ≤ x ≤ a+ 1.

Unterteile für k ∈ N die Intervalle [0, 1] und [1, a+ 1] in jeweils k Abschnitte:

πk : 0 = x0 <
1

k
= x1 < . . . <

k − 1

k
= xk−1 < 1 = xk < 1+1·a

k
= xk+1 < . . . < 1+k·a

k
= x2k = 1+a.

Berechne s(πk, f) und S(πk, f), folgere, dass f über I Riemann-integrierbar ist und bestimme das
Riemann-Integral von f über I.

2. Für a > 1 berechne man mittels Riemannscher Zwischensummen die Integrale [12+0]

(a)

∫ a

1

1

x
dx (b)

∫ a

1
log x dx.

Hinweis: Man wähle die folgende Partition π : 1 = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = a mit xk := ak/n

und betrachte die Zwischenstellen ξk = xk−1 für k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n.

3. Sei f : [a, b]→ R, a < b, beschränkt und über [a, b] Riemann-integrierbar mit
b∫
a
f(x)dx > 0. [4*]

Zeige, dass ein Intervall [c, d] ⊂ (a, b) existiert mit f(x) > 0 für alle x ∈ [c, d].
Hinweis: Beweis durch Widerspruch. Betrachte das untere Riemann-Integral von f über [a, b].

4. Sei I = [a, b] ein kompaktes, nicht-ausgeartetes Invervall. Man zeige:

(a) Ist f : I → R Lipschitz-stetig bzw. monoton bzw. einmal stetig di�erenzierbar, so ist f von
beschränkter Variation. [15]

Hinweis: Betrachte jeweils eine beliebige Partition π : a = x0 < x1 < . . . < xn = b von I und
beweise: es gibt eine Konstante M ∈ R, sodass V (π, f) ≤M für jede Partition π.

(b) Ist f von beschränkter Variation, so ist f beschränkt.

(c) Man zeige, dass die folgende Funktion auf [0, 1] stetig, aber nicht von beschränkter Variation
ist:

f(x) :=

x sin
1

x
für x 6= 0,

0 für x = 0.

Bitte beachten Sie die nächste Seite zur De�nition der Funktion von beschränkter Variation.
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De�nition 8.3.2 (Beschränkte Variation):

Sei f : [a, b]→ R, a < b, und sei π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b eine Partition von I. Dann heiÿt

V (π, f) :=
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|

die Variation von f bezüglich π und

Vf = V b
a (f) := sup

π
V (π, f)

die Totalvariation von f auf I. Ist Vf < +∞, so heiÿt f von beschränkter Variation, in Zeichen

f ∈ BV = BV (I).
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