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(Bitte geben Sie nur die Übungsaufgaben 1, 2c, 3, 4).

1. Wir betrachten den Vektoraum der reellen Folgen RN. Zeige, dass die Abbildung [6]

d ∶ RN ×RN → R, d (x, y) ∶=
∞

∑
n=1

2−n
∣xn − yn∣

1 + ∣xn − yn∣
mit x = (xn)n∈N und y = (yn)n∈N .

eine wohlde�nierte Metrik auf RN de�niert, die nicht von einer Norm induziert ist.

2. Seien a < b und V = C0([a, b]) der Vektorraum der stetigen Funktionen f ∶ [a, b]→ R.

(a) (Tutoriumsaufgabe) Man zeige, dass durch

(f, g) ∶= ∫
b

a
f(x)g(x)dx

ein Skalarprodukt auf V erklärt ist.

(b) (Tutoriumsaufgabe) Seien

∥f∥2 ∶=
√

(f, f) und ∥f∥
∞
∶= sup

a≤x≤b
∣f(x)∣ .

Man zeige, dass ∥⋅∥2, ∥⋅∥∞ ∶ V → R Normen sind.

(c) Beweise, dass es eine Konstante c1 > 0 gibt, sodass [6]

∥f∥2 ≤ c1 ∥f∥∞ ,

und dass es kein c2 > 0 gibt, sodass

∥f∥
∞
≤ c2 ∥f∥2 für alle f ∈ V.

3. (a) Zeige, dass die folgende Funktion d ∶ Rn ×Rn → R den Axiomen einer Metrik genügt. [2.5x4]

d(x, y) ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 für x = y

1 für x ≠ y.
(d heiÿt die diskrete Metrik)

Für ε > 0 de�nieren wir die ε-Umgebung von a ∈ Rn gemäÿ Uε(a) = { x ∈ Rn ∣ d(x, a) < ε } .
(b) Zeige, dass jede Teilmenge A ⊂ Rn bzgl. der diskreten Metrik sowohl o�en als auch topolo-

gisch abgeschlossen ist.

(c) Weise nach, dass jede unendliche Teilmenge C ⊂ Rn bzgl. der diskreten Metrik zwar be-
schränkt und topologisch abgeschlossen, aber nicht topologisch kompakt ist. Dabei heiÿt
B ⊂ Rn beschränkt, wenn es eine Konstante c ∈ R, c > 0 gibt mit d(x,0) ≤ c für alle x ∈ B.

(d) Bestimme die bzgl. der diskreten Metrik topologisch kompakten Teilmengen des Rn.
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4. Sei A eine Punktmenge im Rn. Man beweise die Aussagen aus Lemma 1.3.9: [2.5x7]

(a) A ⊂ Rn ist genau dann o�en, wenn A ∩ ∂A = ∅.
(b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn ∂A ⊂ A.

(c) Å ist die gröÿte o�ene Menge, die in A enthalten ist:

Å = ⋃
U⊂A,

U⊂Rno�en

U,

(d) Ā ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A umfasst:

Ā = ⋂
F⊃A,

F⊂Rnabg.

F,

(e) Å = A ∖ ∂A, Ā = A ∪ ∂A.

(f) Ā = Å ∪⋅ ∂A, ∂A = Ā ∖ Å, hierbei bedeutet ∪⋅ disjunkte Vereinigung.

(g) C(Å) = CA, C(Ā) = ˚(CA).
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