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1. (a) (Polarkoordinaten Tranformation) Seien U := Bpr(0) = {(z,y) € R? : 2? + y* < R?*} mit
R > 0 oder R = +oo und f € C°(U) mit [[,|f (#,y)|dedy < +oo. Beweisen Sie unter der
Verwendung der Transformationsformel (Satz A.4.2 im Anhang), dass gilt:

/ f(z,y dxdy—/ / f(rcosp,rsing)r drde.

(b) Verwenden Sie die Formel in Teil (a), um zu zeigen, dass folgendes gilt: [o, ¢(z)dzr = 1,
wobei die Funktion ¢ wie folgt definiert ist:
(@) i= —AeF
2. Seien U := Br(0) = {x €R":|z| < R} mit R > 0 oder R = +oco und f € C°(U) mit
Jo I f (x \dm < +o0. Schreiben Sie z = (x1,...,2,) € R" in folgender Form: z = r&, wobei

r=lz|und & =& = (&, ..., &1, &) mit & = £ /1= Y171 €2 Zeigen Sie, dass gilt:

R
/f(:c)dm—/ el f(r&)dSedr,
U 0 Sn—1

wobei "1 := 9B (0) = {z € R™ : |z| = 1} und wobei das Integral einer Funktion g € C° (S"™!)
iiber der Sphire S"~! wie folgt definiert ist:

B g (¢ V1-IEP) +9(¢',—V/1-I€'P)
éww&&—ém — @

wobei ¢ = (&1,..,6,_1) € R"! (die allgemeine Definition des Flichenintegrals wird spiter for-
muliert).

Hinwets: Betrachten Sie
n . n—1 2 n—1 ,
= {(g’,r) ERM0<r <R, &=((,-. 6n1) €R™L, |E] _Zj:1 &< 1},
und definieren Sie Abbildungen T+ = 2% : I — U}% ={x = (x1,...,2y,) € Ug| z, 2 0} durch
mf(f’,r) =r§, for j=1,...,n—1,
() = £ /1= ¢,

und verwenden Sie die Transformationsformel.

3. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist M C R"™ offen, dann ist M eine n-dimensionale C*°- Untermannigfaltigkeit des R™.

(b) M = {(3z,—2?%), x € R} ist eine 1-dimensionale C*°- Untermannigfaltigkeit des R?.

(¢) M ={(z,y) € R* : 3y = 0} ist keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2.

(d) Sei M = M x My, dabei fiir i = 1,2 ist M; eine k;—dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™. Dann ist M eine (k1 + k2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” mit n = nj +no.

(e) Die Menge SL (n,R) := {A € Mpxn (R) R : det A = 1} ist eine (n? — 1)-dimensionale
C*°- Untermannigfaltigkeit des R,
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