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1. (a) (Polarkoordinaten Tranformation) Seien U := BR(0) =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < R2

}
mit

R > 0 oder R = +∞ und f ∈ C0 (U) mit
∫∫
U |f (x, y)| dxdy < +∞. Beweisen Sie unter der

Verwendung der Transformationsformel (Satz A.4.2 im Anhang), dass gilt: [5]∫∫
U
f (x, y) dxdy =

∫ π

−π

∫ R

0
f (r cosϕ, r sinϕ) r drdϕ.

(b) Verwenden Sie die Formel in Teil (a), um zu zeigen, dass folgendes gilt:
∫
Rn ϕ(x)dx = 1,

wobei die Funktion ϕ wie folgt de�niert ist: [5]

ϕ (x) :=
1(√
2π
)n e− |x|22 .

2. Seien U := BR(0) = {x ∈ Rn : |x| < R} mit R > 0 oder R = +∞ und f ∈ C0 (U) mit∫
U |f (x)| dx < +∞. Schreiben Sie x = (x1, ..., xn) ∈ Rn in folgender Form: x = rξ, wobei

r = |x| und ξ = x
|x| = (ξ1, ..., ξn−1, ξn) mit ξn = ±

√
1−

∑n−1
j=1 ξ

2
j . Zeigen Sie, dass gilt: [10]∫

U
f(x)dx =

∫ R

0
rn−1

∫
Sn−1

f(rξ)dSξdr,

wobei Sn−1 := ∂B1(0) = {x ∈ Rn : |x| = 1} und wobei das Integral einer Funktion g ∈ C0
(
Sn−1

)
über der Sphäre Sn−1 wie folgt de�niert ist:∫

Sn−1

g (ξ) dSξ =

∫
|ξ′|<1

g
(
ξ′,
√

1−|ξ′|2
)
+g

(
ξ′,−
√

1−|ξ′|2
)

√
1−|ξ′|2

dξ′,

wobei ξ′ = (ξ1, .., ξn−1) ∈ Rn−1 (die allgemeine De�nition des Flächenintegrals wird später for-
muliert).

Hinweis: Betrachten Sie

I =
{
(ξ′, r) ∈ Rn

∣∣∣0 < r < R, ξ′ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1,
∣∣ξ′∣∣2 =∑n−1

j=1
ξ2j < 1

}
,

und de�nieren Sie Abbildungen T± = x± : I → U±R := {x = (x1, . . . , xn) ∈ UR| xn ≷ 0} durch{
x±j (ξ

′, r) := rξj , for j = 1, . . . , n− 1,

x±n (ξ
′, r) := ± r

√
1− |ξ′|2,

und verwenden Sie die Transformationsformel.

3. Beweisen Sie die folgenden Aussagen: [5×4]

(a) Ist M ⊂ Rn o�en, dann ist M eine n-dimensionale C∞- Untermannigfaltigkeit des Rn.
(b) M =

{(
3x,−x2

)
, x ∈ R

}
ist eine 1-dimensionale C∞- Untermannigfaltigkeit des R2.

(c) M =
{
(x, y) ∈ R2 : xy = 0

}
ist keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2.

(d) SeiM =M1×M2, dabei für i = 1, 2 istMi eine ki−dimensionale Untermannigfaltigkeit des
Rni . Dann istM eine (k1 + k2)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn mit n = n1+n2.

(e) Die Menge SL (n,R) :=
{
A ∈Mn×n (R) ∼= Rn2

: detA = 1
}
ist eine (n2 − 1)-dimensionale

C∞- Untermannigfaltigkeit des Rn2
.
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