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Kapitel 1

Eine
Reaktions-Diffusions-(zleichung

Sei p > 1,0 C R" ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-Rand.

Fragestellung: Existiert eine schwache Losung u € Wol 2(9) von

—Au = u+ [uff~lu, in Q, (11)
u =0, auf 00 7 '

Das bedeutet, dass die Identitét

/Vqupda: =\ /ugpdw+/|u|p_1ugodx
Q Q Q

fiir alle € W, () gelten soll.

Triviale Losung: v = 0. Daher fragen wir uns nun, ob positive Losungen
des Problems existieren.

Genauere Formulierung des Problems:

e Fiir welche p konnen wir die Nichtlinearitat kontrollieren?
Der Satz von Rellich-Kondrachov liefert

Wa?(Q) = LU(Q)
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firn =2, g€ [l,00)

<
2 q q 2

g <
q — 9
Somit gilt:
[ 1l upda] < [ ullelde
Q Q
+1 1
P2 ppr 2p =y

p+1 p+1

p
_b
p+1 p+1
< (/IUIZ’“dw) (/|s@|”“) < 00
Q Q

fiir u, o € W, *(Q), falls:

p € (1,00), falls n =2
n+2
—9’

2
p—|—1<7n2(:>p< falls n > 3.
n_

| Subkritisches Wachstum |

e Wie kénnen wir unser Minimierungsproblem formulieren, sodass u = 0
keine zuldssige Losung ist? Idee: Nebenbedingung; Motivation:

_p+1
2
Q

—(p+1) [ Jul o da
(9]

(Jlu+ tg0|2)&21_12(u + tgo)gpdx‘

t=0

d
pHl
dt/|u+tg0| da:‘tzo
0

Daher wollen wir

E(u) :/|Vu|2dx—)\/u2dx
0

Q

auf
M = {ueW(Q) : [lult; =1}

p+1
minimieren.



e Fiir welche \ ist die Energie £ koerzitiv?
Sei Ay der erste Dirichlet Eigenwert von

—Ap = Ap, in
{ o =0, auf o9 (1.2)

A1 wird durch den Rayleight-Ritz-Quotienten

[|Vv|?dx
Alzmin W:UGW&72(9>,U7§O >0
Q

charakterisiert.
Fiir v € W, () gilt nun

E(v) = 1—f /\Vv|2dx+ (/\wy dx—Al/]v] dx)

>0

A
> (1— *dz.
> (1 Al)Q/|W| da

Somit ist £ koerzitiv auf W, () fiir A < ;.

Satz 1.0.1. Sein > 2, Q0 C R" ein beschrdnktes Lipschitz-Gebiet. Ferner
set

p € (1,00), falls n =2
2
pe(l,n+ ) falls n > 3.
n

Dann besitzt das Problem

_ — p—1 ;
{ Au = Au+ |[ulP~ u, in Q, (13)

u =0, auf OS2
fiir alle X mit A\ < \(Q) eine schwache Lisung u 2 0,u € Wy2, d.h., u lost

/Vqupdx = )\/ugodx+/\u|pflu<ﬂdl’ Vo € WOLQ(Q)-
Q Q Q
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Beweis. Sei o :=1inf{E(v) : v € Wol’Z(Q), |v| gﬁ =1}

Da A < A, gilt, ist £ auf Wy *(Q) koerzitiv und das Problem ist aufgrund des
Satzes von Rellich-Kondrachov wohlgestellt. Insbesondere gilt a > 0.
Sei (vg)ken C Wy (Q) eine Minimalfolge, d.h. ||vk.|]1;ﬂ =1,
E(vx) konvergiert monoton fallend gegen «.
Dann ist (v )gen in Wy () gleichméBig beschrankt und nach Rellich-Kondrachov
existiert eine Teilfolge (vg)reny und ein vy € Wy *(9), sodass

Vx — Vo in W()l’2(Q)

vp — vy in L*(Q)

vp =g in LPTH(Q).

Insbesondere gilt ||vo||§j: = 1. Weiter folgt wegen der schwachen Unterhalbs-
tetigkeit der Norm in W, () und der starken Konvergenz in L(Q), dass

I%minfg(vk) >E(v) =«

und daher ist vy ein Minimierer.
Da |vg| € Wy*(Q) und [ |Vug|>dz = [ |V|vo|?|dz, ist auch |vg| ein Minimie-
QO 0

rer. Wir erhalten eine positive Losung.

Euler-Lagrange Gleichung:

Sei ¢ € W, *(Q), dann gilt

£ () §€< v + tp

) fir alle ¢.
[vo + ],y

Da [[voll,,,, = 1 gilt, folgt:

02 <W>
dt HUO +t90Hp+1 =0

d 1
_ = E(vg+t
Homogenitét dt (HUO +t$0||12,+1 ( ’ (20))

+1
g(vo).pT.

t=0

d
=—E&(vo+ tgo)’ 2/ |vo|p_1voapdx
Q

o dt

= Z/VUOVgpdx - QA/vogpdx - 25(@0)/|vg|p_lvogodw.
) o) 0

=

=0 p+1



Gilt also £(vg) = a = 1, so hatten wir das urspriingliche Problem gelést.
Ansonsten skalieren wir. vy gentiigt der Identitat

0= /VUOVgodx — )\/vogodx—/|arilvo|p_lvogpdx.
9) Q Q

Demnach erfillt vy := Ozp%lvo

0= /V@gwdm . )\/%godx . / 5P Top da
Q Q Q

Also ist vg die gesuchte Losung. [
Bemerkung 1.0.2.
(i) Skalierungseigenschaften sind stets von grofier Bedeutung.

(ii) Mittels Schaudertheorie und Bootstrapping erhdlt man eine glatte Losung,
u € C®(Q). Gilt sogar IQ € CH, so erhalten wir u € C**(Q).

(1ii) Im Fall Q = B1(0) kann mit der Gidas-Ni-Nirenberg-Methode [3] eine
rotationssymmetrische Ldésung erzielt werden.

In der Vorlesung betrachten wir den kritischen Fall: n > 3, p = Z—fg =:p*.
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Kapitel 2

Die Pohozaev-Identitat

Proposition 2.0.1. Sei u € Wy?(Q) N C%*(Q) Lisung von
— Au=du+ [ulru in Q. (2.1)

Dann gilt:

1
5 / lu|?z - vdo = )\/qux,
o9 Q
wobei v die dufsere Normale an OS) ist.

Beweis. Idee: Multipliziere die Gleichung mit geeigneten Testfunktionen. Gemafl
des Noether-Theorems gibt es zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eine Er-
haltungsgrofe. Fiir A = 0 ist das Problem sowohl skalierungs- als auch trans-

n
lationsinvariant. Daher sind v und = - Vu = Y z;0;u gute Testfunktionen.
i=1

n

Wir multiplizieren also (2.1) mit Y~ z;0;u und integrieren.
i=1

Erster Term:

/(_AU) Z%‘@iudw = - Z /afu x; O;udx

o i=1 =19
— _ Z /8ju v; x; Ojudo + Z /8ju [5{ ou+ x; afju dx.
=150 =14
1) (2),(3)
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(1) Randintegral: Da v = 0 auf 012, sind alle tangentialen Ableitungen

erster Ordnung 0. Somit gilt auf 9Q2: Vu = % v und Qu = %Vi. Es folgt:

n n 2
Z /8ju1/j x; O;udo = Z /(g:j) v v v; T do

1L,i=150 1,7=150

8u>2 9
= — | z-vdo = | |Vul*z-vdo.
aé (8y 34

S [ Oud] Qudr = [ |Vul*da.
/ /

(3)

n

Z /aju ; 8i2judx = Z /@-u x; Oju v;do

ij=1g i7=150
n n
2
- > /@ju z; Qudr — /(‘3ju Ojudx
=19 =19

1
= §/|Vu|2x~ydo—g/|Vu|2dx.
o) Q

Demnach gilt

" 1 -2
/(—Au) > zdudr = —5 / \Vul?z - vdo — n 5 /|Vu|2dx.
i=1 Q

Q = B

Zweiter Term: Da uw = 0 auf 02

/\/uin&-udw: —)\/Z&uxiudx—)\/z:u-udx
o i=1 & i=1 & i=1

A
=—"n [ u’dz.
2
Q



Dritter Term: Da u = 0 auf 0f2

N n 1 n
/\u]p -1 uZa:Z oudr = fz x; Oju’
J < 9 &
p —1
21 IQ

1 n
52/]0 |u|p =3 2u Qpu x; u dx

ZZIQ
n
dz.
i 1)
Insgesamt:
1 A
—7/|Vu|2 = ——n/qux— n d.
2 2 p*+1
99 Q Q

Multiplizieren wir die Gleichung mit u, so folgt
/|Vu|2d:v = )\/u2 dx + / JulP" ! da.
Q Q Q

Multiplizieren wir diese Identitdt mit %2 und summieren dies zur Vori-

gen, so erhalten wir:
1 -2
—/|Vu|2x-l/da:)\/u2<— n B dx
2 2 pr—1
o9 Q
da - = b =122 O

)

= —A/qux,
Q

Satz 2.0.2. Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit 9 € C** und sei Q strikt
sternformig beziglich 0, das heifst: x - v > 0 fir alle x € 0S), wobei v die
dufere Binheitsnormale ist. Sei u % 0 eine C*(Q2) Lisung von

p*—1

—Au =

Dann gilt A > 0.
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Bemerkung. Luckhaus 1979: Jede schwache Lisung u € W, 2(Q) von (2.1)
ist gar eine klassische, u € C*%(Q)), sofern Q0 ein C*“ glattes Gebiet ist.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt = - v > 0 auf 9Q und [ |u[*dz > 0.

Q

Aus der Pohozaev-Identitat ergibt sich nun notwendigerweise A > 0. Gilt
A = 0, so folgt, wieder dank der Pohozaev-Identitat, dass Vu = 0 auf 02 ,
insbesondere erhalten wir % = 0 auf 09.

Wir betrachten nun

_ u(z) x €
“(I):{o z R\ Q.

Behauptung: u ist eine klassische Losung auf R™.

Beweisidee: Sei 7 die tangentiale Richtung.
Oyu=0auf 9Q, 0?u =0 auf 99,
aber aus d,u = 0 auf 0N folgt 9,0,u = 0 auf 0.
Aus der Gleichung folgt auch 9%u = 0 auf 9.
Also ist @ in der Tat eine C?— Funktion.
Fiir Losungen von elliptischen Gleichungen gilt aber das Prinzip der eindeu-
tigen Fortsetzbarkeit ([5]), somit ist & = 0. Widerspruch.

Wir schlieflen, dass fiir A < 0 keine nichttrivialen Losungen existieren. [J

Bemerkung 2.0.3.

(i) In einem Kreisring existieren nichttriviale Losungen fir alle X < Ap.

(1))

(ii) Fir A =0 erhalten wir die Gleichung
—Au = |ulf" " tu,

welche die Funktion (eine Skalierung der Funktion) charakterisiert, die
die beste Sobolev-Konstante fiir die Einbettung

Wo?(Q) = L' ()

annimmt. In der Tat, wir haben gesehen, dass
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inf / |Vul|* dx
ueW, *(9)
lullp1=1

angenommen wird. (p subkritisch!)

[|Vul|*dx
inf /|Vu|2dx = inf & — = S.
wew2(Q) ueWy () PH
Fellpga=t Il =1 S{|U|p+1d9€

Somit gilt

2

p+1
/]Vu]Qda; > S (/ |uyp+1dx) Yu e W),
Q Q

S ist die grifite Konstante, sprich die optimale Sobolev-Konstante der
Einbettung
WOLQ(Q) — [PH1 (Q),  p subkritisch.

*

Im kritischen Fall, p = p*, wird die beste Konstante in einem be-
schrdnkten ) nicht angenommen.
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Anhang A

Differentialgeometrie

A.1 Flachen in R™

[2], m = 3.

Definition A.1.1. Sei S C R™, S # (0. Wir nennen S eine Fldache (2-dim.
Mannigfaltigkeit), falls fir alle p € S

e cinV C R™ offen mitpe V,
e cin U C R? offen und F : U — R? glatt
existieren, sodass:
(i) FU)=VnNS
(it) F:U — VNS ist ein Homéomorphismus
(iti) Rang DF(u) =2 Yu €U,
das heifst, Oy, F(u), 0y, F(u) sind fir alle u € U linear unabhdngig.

Wir nennen (V, F,U) eine lokale Parametrisierung.
Bemerkung A.1.2.

(1) Lokal kann eine Fliche immer als Graph dargestellt werden, d.h.:
Vp e S dV C R™, sodass es, nach eventueller Rotation,
UCR?g:U — R™2 gibt, sodass

SNV ={(u,us,g(u)) : (u1,us) € U}.

13
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(1i) Weiter kann eine Fliche lokal als Niveaumenge dargestellt werden:
Vpe S IV CR™ offen und g : V — R™2, sodass

SNV ={zxeV:g(x)=0}
und Rang Dg(z) =m —2 VzeV.

Beispiele: Ebene, Sphére.

Der Kegel S = {(z,y,2) € R®: 2? + y* = 2?} ist keine Fliche.
Definition A.1.3. Sei S C R™ eine reguldre Fliche und p € S. Dann ist

T, S :={veR™:35§ >0 und eine C" — Kurve
c:(=6,8) = S mit ¢(0) =p, ' (0) = v}

die Tangentialebene von S in p. Deren Elemente nennen wir Tangenti-
alvektoren. "Menge der Geschwindigkeitsvektoren in p”.

Lemma A.1.4. Sei S C R™ eine requlare Fliche und (V, F,U) eine lokale
Parametrisierung in p € S. Sei F(u) = p. Dann ist

OF _ OF -
T, S = span {aul(u), au2(u)} C R™.

Insbesondere gilt dim T, S =2 Vp e S.

Da T, S ein 2—dimensionaler Untervektorraum des R™ ist, konnen wir,
durch Restriktion des Skalarproduktes in R™ auf 7}, S, darauf ein Skalarpro-
dukt definieren. Dieses nennen wir die erste Fundamentalform.

4 T,SxT,8 >R
gp(v, W) == (v, W)gm.

Durch Fixieren einer Basis auf 7, S konnen wir dieses Skalarprodukt
durch eine Matrix darstellen. Sei (V, F, U) eine lokale Parametrisierung. Dann
ist {25, 25} eine Basis von T, S. Die Matrix (g;;)?,_; mit

dul? du?
_joF oF
95 =\ ut’ oui Rm
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liefert die lokale Darstellung der ersten Fundamentalform.
(9j)7j=1 = (DF () (DF (u)).

Beachte: die erste Fundamentalform ist fiir regulére Fléchen symmetrisch
und positiv definit.

Sei f: S5 — R, S eine reguliare Flache. Wie konnen wir das Integral von
f uber S,
/ FdA
5

definieren? Die Definition soll unabhéngig von der lokalen Parametrisierung
sein.

Sei (V, F,U) eine lokale Parametrisierung und f : S — R stetig mit
supp(f) € VN S. Wir setzen dann:

[raa= [ j(F()y/aet(gs;) du.

S

Ist S kompakt und f : S — R stetig, so kénnen wir das Integral mittels
einer Zerlegung der Eins wie folgt definieren:
Da S kompakt ist, existieren endlich viele Parametrisierungen

Vi, Fi,Uh), ..., (Vi, By, Ug), k € N, sodass
k
s=Usnv)
j=1

Seien {X;}%_; stetige Funktionen, sodass &; : V; N .S — [0, 1],
supp(&;) € V; NS und Jijl Xij(x)=1 Vxels.
Dann erhalten wir:
k
/> (a) aa
S

Jj=1 Y
supp in V;NS

/fdA

S

(f&;)dA

1

<.
Il

I
M=
n—
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und wenden die vorige Definition an.

Welche Gestalt hat y/det(g;;)?

(9:9)F j=1 = (DF () (DF (u))
| |0uF]? 0pF-0pF
 \OpF -0, F |8u2F|2,
und somit
det(gij) = |au1F|2|8ulF|2 — (8U1F . au2F)2.

Insbesondere, falls S durch eine lokale Parametrisierung (V, F, U) beschrie-
ben ist, so gilt:

Flicheninhalt(S) = / 1dA

S
:/\/|au1F|2|au1F|2 (9 F - 8,2 F)2 du.
U

A.2 Die mittlere Kriimmung

Definition A.2.1 (Normalenfeld).
Sei S C R3 eine requlire Fliche. Ein Normalenfeld aus S ist eine Abbil-

dung
N:S—R?

p+— N(p), sodass N(p) LT,S VpeS.
Gilt zusdtzlich | N(p)|| = 1, so nennen wir sie Einheitsnormalenfeld.
Definition A.2.2 (Orientierbarkeit).

Fine requldire Flache S heifit orientierbar, falls ein glattes Normalenfeld
N : S — R3 existiert.

Fortan betrachten wir orientierbare Flichen.

Frage: Wie konnte ein Krimmungsbegriff definiert werden?
Die Kriitmmung soll angeben, wie weit die Flache von einer Ebene abweicht.
Idee: wir untersuchen, wie sich ein glattes Normalenfeld auf S verandert.
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Problem: S weist keine lineare Struktur auf, daher konnen wir nicht differen-
zieren, N : S — S?. Trotzdem kann man die lokale Verinderung untersuchen:
mittels des Differentials.

Beachte:

Seien 51, S, reguldre Fliachen, f:S; — Sy, mit f € C*, k € N.
Sind (Vq, F1,Uy) mit p € Sy, (Va, Fy, Us) mit f(p) € Sy beliebige Parametri-
sierungen und f(V; NS;) C Vo N Sy, so ist

FQ_lofoFlz U, — U,
- =~

CR2 CR2

C*k- glatt.

Definition A.2.3. Seien Si, Sy requldre Flichen, f : S1 — Sy glatt. Dann
ist das Differential von f in p die Abbildung

dpf : Tp Sl — Tf(p) SQ

i (f o) (t)li=0 € Tr(p) S,
falls c: (—e,e) = 51 ¢(0) =p, (0)=wv erfillt.

Lemma A.2.4. d,f ist wohldefiniert und linear.

Beweis. Seien (Vi, Fy,Up) lokale Parametrisierungen in p € Sy,
(Va, Fy, Us) lokale Parametrisierung in f(p) € Sy und o0.B.d.A. sei
f(VinS)) € VonS,. Sei weiter f:= Fy'o foF U — Uy

und ¢ : (—¢,e) = S1N Vi, sodass ¢(0) =p, d(0)=veT,S.
Dann gilt, mit &(t) := Fy ' o c(t)

(dy £)(0) = 5 (F o)D)y

d
= %(f oFjo Ffl o ¢)(t)|t=o

d ~
= %(Fz o foc)(t)]i=o

= D(Fy0 ) 20) ) 570).

=F; '(p)
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Nun folgt, dank Fy(¢(t)) = ¢(t), aber

und somit

Wir schlieflen:

(dy £)(v) = D(Fy 0 f)(Fy ! (p)) (DFy) ™ (Fy ' (p))o.
Die Formel hdngt nicht von ¢ ab und ist in v linear. ]

Fir N:S —S?, pe S,

dp N : TpS — TN(p) SQ.

Tng S* ={v €R’: (v,N(p)) =0} =T,

gilt, (N(p) ist die Normale in N(p) zu S?) erhalten wir mit dieser Identifika-
tion

d,N:T,5—=1T,S.

Definition A.2.5. Sei S C R? eine regulire Fliche, deren Orientierung
durch N gegeben ist und es sei p € S. Der Endomorphismus

W, : 1,5 = T,5
Wy(z) := —dpN(x)
heifst Weingartenabbildung.

Lemma A.2.6. Sei S C R? eine orientierbare, requlire Fliche. Dann ist die
Weingartenabbildung beziiglich der ersten Fundamentalform selbstadjungiert,
das heifit, es gilt

gp(v, Wp(w)) = gp(Wy(v),w)  Vo,w € T,S.

Daraus folgt, dass eine Basis von T,S aus Eigenvektoren existiert. Die
Eigenwerte heiflen Hauptkriimmungen; wir schreiben x; < ks.



A.2. DIE MITTLERE KRUMMUNG 19

Definition A.2.7. Seien ki, ke die Figenwerte der Weingartenabbildung.
Dann ist
K := K1 - ko die Gauf$-Krimmung

K1+ K
Ho— 1+ Ko

die mittlere Krimmung

HN = H der mittlere Kriimmungsvektor, wobei N das Finheitsnormalenfeld ist.

Bemerkung A.2.8. Nach dem Theorema egregium von Gaufl hangt K nur
von der ersten Fundamentalform ab.

Definition A.2.9. Die zur Weingartenabbildung assoziierte Bilinearform
heift zweite Fundamentalform:

I1,:T,5 x T,5 > R
(X,Y) = I1(X,Y) = g,(W,(X),Y).

In lokalen Koordinaten:

Sei (U, F, V) eine lokale Parametrisierung in p = F(u), z; = 0, F.
Wir betrachten t — F(u+te;), t € (—6,9),  klein genug. Dies ist eine Kurve
auf S mit

(0uiF(w+te;), N(F(u—+tej))) =0 Vit
Somit gilt

0= C‘;t (0 F (T + te;), N(F(@ + te;))) s
= (D F(@), N(F (@) + (0, F (W), d,N (8,5 F(1))).

=—11,(0,: F,0,; F)

Demnach erhalten wir

(0 F, 00 F) = (9., F (@), N(F(@)))
i= hy; = hji,

die Koeflizienten der zweiten Fundamentalform.
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Weiter

hij - [Ip(auzF, (9UJF)
= Ip(Wp(au’F)vauJF)

2
= [p (Z wf@ukF, aqu>
k=1
2
= Z wff‘gkj.
k=1

2 N
Wir sehen nun w?! = Y ¢/*hy;, wobei (¢%) die Inverse der Matrix g;; ist.
k=1
Zudem ist H = Spur (w]) die mittlere Kriimmung.

Satz A.2.10. Sei S eine requldre, orientierbare Fldche mit endlichem Fldcheninhalt.

Sie H das mittlere Kriimmungsfeld und ® : S — R? ein glattes Normalenfeld
mit kompaktem Trdger.

(i) Es gibt ein 6 > 0, sodass Sy := {p+tP(p) : p € S} eine requlire Fliche
ist, sofern |t| < 0.

(ii) Es gilt
d

= A(S))limo = =2 S/ (®,H) dA.

Das heif3t: gilt H = 0, so ist S ein kritischer Punkt des Flachenfunktionals.

Wie verfahren wir in R™, m > 47 Es gibt in diesem Fall nicht nur eine
Normale.

Allgemein fiir f: B C R> — R™ parametrisiert eine Fliche M = f(B),
9ij = (0if, 0; f)mm,
(97) = (g5)"

Sei p € f(B). Dann ist N, M := (T, M)+ (m — 2)-dimensional.
Die zweite Fundamentalform ist in diesem Fall durch

A:T,M x T,M — N, M

2
(wy, wy) — Z wi Agjwy
ij=1
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definiert.
2
w = > w0;f, k=1,2.
j=1

Ajj = (a%f)l = a?jf - <az‘2jf7 v1)v; — <ai2jf7 Va) V2

mit vy = &7%,@2 = Oof — (Oaf , v1)v1, V2 = %
A ist ein Vektor von Matrizen.

Der mittlere Kriimmungsvektor ist definiert durch

2
H =Spur (G'4) = > ¢74;.

1,j=1
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Anhang B

Der Gaufische Integralsatz

Der Gaufische Integralsatz ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung bzw. der Regel der partiellen Integration
auf mehrdimensionale Integrale.

Dazu benétigen wir zuerst das Konzept von C'-glatt berandeten Gebieten.

Definition B.0.1. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet. Wir sagen, G ist
ein Cl-glatt berandetes Gebiet, falls es zu jedem Randpunkt o € OG eine
offene Umgebung U C R wvon xy und eine stetig differenzierbare Funktion
g : U — R mit folgenden Figenschaften gibt

1. GNU ={z€U: g(x) >0};
2. 0GNU ={zxeU: g(x)=0};
3. Dg(x) # 0 fir alle x € U.

Sei G C R? ein C!-glatt berandetes beschrinktes Gebiet. Sei zo € 9G.
Dann existieren eine offene Umgebung U C R? und eine C'-glatte Funktion
g so dass 1., 2. und 3. in Definition B.0.1 gelten. Wir definieren dann die
dullere Normale an 0G in xg als

_ V(o)
IVg(zo)ll2

wobei Vg(zo) = (Dg(xg))" der Gradient von ¢ in zg ist und || - || die Eukli-
dische Norm ist. Somit kénnen wir eine Abbildung

v(zg) ==

v:0G — ST xo +— v(xo) ,

definieren, die Auflere Einheitsnormale an 0G.
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Satz B.0.2. Seien G C RY ein beschrdinktes, C*-glatt berandetes Gebiet und
v 0G — S die duflere Einheitsnormale an OG. Dann gibt es ein Ober-
flichenmaf S(-) definiert auf 0G, so dass fir jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld f € C'(G;R?) gilt:

/div(f(x))dl’ = /(f(x),V(x» dS(x) - (B.1)
G

oG

Insbesondere gilt fiir f mit kompaktem Trdger in G:

/dz’v(f(x))dx —0.
G

Fiir f € CYG;R) und ein beliebiges i € {1,...,d} gilt:
of

891:1-
G

(x) dz = / Fla)i(x) dS(z) | (B.2)
oG

wobei V' die i-te Komponente von v ist.
Bemerkung B.0.3.

1. Die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vektorfeldes f ist definiert

durch: . '
din 1)) == 3 5 )

i=1

somit fir G C RY haben wir div: C1(G;R?) — C°(G;R).
2. Allgemeinere Regularititsannahme auf G: G ist ein C'-Polyeder ([4]).

Korollar B.0.4 (Greenschen Formeln).
Seien G C R? ein beschrinktes, C'-glatt berandetes Gebiet und v : G — S31
die dufere Einheitsnormale an OG. Seien f,g € C*(G). Dann gilt:

Ju(51:99) o = [ 1(0) ) aS(o) = [ 1 ds

L (89 —9ap) dz = [ [f()dg(x) = (@), f ()] dS(x).

oG
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