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15. (Der Raum D!(R"™), Sobolev-Einbettung und Rellich-Kondrachow-Resultate fiir unbeschrinkte
Gebiete)

(a) Definiere wie in der Vorlesung
D'R™) :={f e L}, R")|Vfec L*R") ,Va>0: \{z eR": f(z) >a}) <o} (1)

Zeige WLH2(R™) C DY(R") und finde eine Funktion in D! (R™)\ W12(R").

(b) BONUS: Es sei f € D'(R") sodass A\({z € R"||f(x)| > t}) < e~ t. Zeige, dass f € LP(R") fiir
alle p € (1, 00)

(¢) Der Satz von Rellich Kondrachow (Satz 2.10) besagt, dass fiir & C R™ beschrénkt und

C'l-glatt berandet und p € [1,00) die Einbettung ¢ : WP(Q) — LP() kompakt ist. Zeige,
dass die Einbettung ¢ : WHP(R™) — LP(R™) nicht kompakt ist, d.h. finde eine beschriinkte
Folge in WP(R™) die keine konvergente Teilfolge in LP(R™) hat.
Hinweis: Fiir f € WYP(R") definiere fi(x) := f(z + k) . f, is beschriinkt in WP und ich
behaupte, dass (fi) keine LP(R™)-konvergente Teilfolge haben kann. Angenommen mal, es
hétte eine LP(R™)— konvergente Teilfolge. Was wére dann wohl ihr Grenzwert ? Wie kann
man das sehen 7

(d) Essein >3 und g € [1,00) so dass 3S > 0 derart, dass fiir alle f € C§°(R™)
Hf“L‘I(R") < S||Vf||L2(R1L) (2)

Zeige, dass dann ¢ = % gilt. Zeige ferner, dass die Abschiitzung auch fiir f € W1H2(R") gilt.

Verwende hierfiir W12(R") = W, "?(R™) und beweise diese Behauptung, falls du sie noch nicht
kennst. Hinweis: Sei f € Cg°(R"™). Definiere fiir A > 0 die Funktion fy(z) := f(Az). Schreibe
die Ungleichung hin und beobachte, wie sich Linke seite und rechte Seite in A skalieren
um eine Ungleichung fiir f zu bekommen. Fiir andere Werte von ¢ skaliert die Ungleichung
so, dass fiir besonders kleine oder besonders grofte A\ unerfiillbare Ungleichungen entstehen.
Zu Wh2(R") = W) 2(R™). Es sei n € C°(R") mit 0 < 5 < 1 und 5 = 1 auf B;(0) setze
Ne(z) := n(ex) und seien nun (¢.).~o die Standard-Mollifier. Dann ist (fn.) * ¢. € C§°(R™)

und

(fne)sde—Fllwrz < |(fne)sde—Frdellwrz+|[frde—fllwrz < [|fne=Ffllwr2+[|frde—fllwr
3)

Fiir den Rest der behauptung verwende das Lemma von Fatou.

Bemerkung: Das beweist dann Satz 6.1 zwar noch nicht, aber es erkldrt, warum g = n2f2

das einzige ¢ € [1,00) ist, fiir das wir die Aussage in Satz 6.1 erwarten konnen.

(e) Lies dir das folgende Resultat durch, wir werden es in Aufgabe 16 (d) benutzen, aber der
Beweis wird hier nur eine Bonusaufgabe sein. Es sei n > 3 und (fi)ren C WH2(R") derart
dass f — f in WH2(R™). Es sei A C R™ eine messbare Menge mit endlichem Lebesgue-Mag.
Dann gilt fi, — f in LP(A) fiir jedes 1 < p < 2%

(f) BONUS: Zeige zuniichst (oder vergewissere dich, dass du es weiRt): Fiir f € L?(R") sei
F(f) € L*(R™) die Fourier-Transformierte von f. Zeige

1. Falls g zusétzlich ncoh in L'(R™) ist gilt F(f * g) = F(f)F(g)

2. Esgilt |F(f)llz2@n) = [[fll2@n).-
3. Falls f € WH(R") so gilt R™ > k > |k|F(f)(k) € L*(R") und fiir j = 1,..,n gilt
F(0;f) = 2mik; F(f).
(g) BONUS: Definiere fiir g € W1H2(R") und ¢ > 0 zuniichst

gi(w) = ( 477115)’2" / exp ('SC%W) 9(y)dy (4)




Zeige, dass

e < Nl 2, 7y ([ oo (- |y£ndy>>i )

(i) Zeige, dass F(g:)(k) = 6_4”2|k|2t.7-'(g)(k) und folgere, dass

_4n?(k|2
g — 91172z :/R IF(f)(R)P(1 = e IF0)2dk (6)
(ii) Lies dir folgende Abaschéitzung durch und begriinde jeden Schritt.
1 — exp(—4n?|k|*t) < min(1, 47%|k|*t) < min(1, 27|k|Vt) < 27|k|Vt (7

(iii) Schliefse, dass
g = gellz2wny < |IVgllp2en) VE. (8)
(h) BONUS: Sei nun f, — f in WH2(R™). Sei A C R" mit endlichem MaR. Zeige mit (4], dass
fiir jedes ¢t > 0 gilt (f,): — f: punktweise f.ii. Konstruiere mit eine L?(A) Majorante von

(fn): und folgere mit dem Satze von Lebesgue, dass (f,,): — fi in L?(A). Schliefe dann mit
, dass f,, — f in L%(A).

16. (Der Beweis von Lemma 6.3, Schwach-Stetigkeit der potenziellen Energie)
(a) Es sei () € WH2(R™) so dass ¢, — ¢ in WH2(R"). Zeige dass auch (), — 1|, in
W12(A) fiir jede offene Teilmenge A C R™.

(b) Esseive L (R") und (¢;) C WH2(R") derart, dass ¢; — ¢ in W12(R"). Zeige

[ vas@Pe = [ @) )
R R

Hinweis: Definiere zunéchst C, = B,.(0) N {z € R"||V(z)| < r} und teile die obenstehenden
Integrale in Integrale iiber C, und C¢ auf. Fiir C, versuche dich zu iiberzeugen, dass V; — P
in L2(C,.). Leicht problematisch ist, dass C,. im Allgemeinen keinen C'-glatten Rand hat und
Rellich-Kondrachow deswegen nicht auf C, angewendet werden kann (worauf sonst?). Schau
dir an was auf C¢ fiir groe r passiert.

(c) Es sei (¢,;) wie in Aufgabe(b) und w € L*(R") derart, dass fiir alle & > 0 die Menge
{z € R"||w(x)| > a} beschrankt ist. Zeige, dass

| w@l @k~ [ w@lve)? (10)

(d) Seinun w € L*°(R™) derart, dass fiir alle o > 0 die Menge {z € R"||w(z)| > a} endliches
Mafk hat. Zeige unter Verwendung von Aufgabe 15 e, dass

/ w(@) | () Pda — / w(a)(a)|2dz (1)
R" R™

(e) Fasse deine Beobachtungen zusammen zu einem Beweis von Lemma 6.3.

Hinweis: Der Beweis enhilt noch eine kleine Subtilitiit : Sei V € L% + L™ so dass fiir jedes
a > 0 gilt, dass A({z € R*||V(z)| > a}) < co. Ist nun V = v +w fiir v € L= und w € L™
so muss fiir eine korrekte Anwendung von Teilaufgabe (d) auch noch gezeigt werden, dass fiir
jedes a > 0 die Menge {z € R"||w(z)| > a} endliches Lebesgue-Maf hat.

17. (Nichtexistenz von Grundzustdnden, Existenz angeregter Zusténde )
Es sei V € L3 (R") + L*(R"™). Definiere wie in der Vorlesung

E@W) = / VYl + V(@))P (12)
In Satz 6.4 haben wir gezeigt, dass

By = inf E() <0 13
O pewr @), |[ull 2 ggn, =1 @) (13)



impliziert, dass es sein 19 € W'2(R™) mit ||¢]|z2@~) = 1 gibt derart, dass (1) = Eo und vy ist
eine schwache Losung der Schrédingergleichung, d.h

VoV + / Vie)od = Ey | oo Vo € CF(R™) (14)

R n Rn

Wie man sich mit den {iblichen Techniken iiberlegen kann ist W12(R™) = W,**(R™) und deswegen
gilt auch

VinVo+ [ Voo =B [ o vo e WIRY) (15)

Rn

(a) Nur fiir diese Teilaufgabe sei V' = 0. Zeige, dass dann
E(W) =0 (16)

inf
YEWLZ(R™),[[¢]|2=1
Zeige auch: Es gibt kein ¢y € W12(R"™) mit £(¢)) = 0.

(b) Es seien die Vorraussetzungen von Satz 6.4 erfiillt und o wie in Satz 6.4. Definiere

M o= {u e W) ol = L b0 = [ wwds=0} (1)

Zeige: Ist
E,:= inf &(¢) <0 (18)
YEMy-
so existiert 11 € My so, dass
Er) = nf E(y)=E (19)
veEMy

(¢) Wir wollen im Folgenden zeigen, dass der Minimierer auch die Schrodinger-Gleichung
— Aty + Vipy = By (20)

erfiillt. Sei zuniichst ¢ € W12(R") derart, dass (1o, ®)r2®ny = 0. Dann gibt es ¢ > 0 derart
dass fiir |e] < €

Y1+ €9 1
Ve = o € M, 21
191+ €dllzny ~° 31)
Zeige, dass dann gilt
[vevor [ vio—p [wo. (22)
RTI,
(d) Seinun ¢ € W2(R") allgemein. Verwende orthogonale Projektionen in L?(R™) um zu zeigen,
dass
/V%V(b + / Vipio = Ex /¢1¢5 (23)
Rn

Hinweis: Falls ¢ € W12(R") so erfiillt ¢ = ¢ — (¢, ¥0) 2(rn) %o die Bedingung aus Aufgabe
(c). Setze 5 in ein und verwende, dass 1y selbst eine Schrédinger-Gleichung schwach 16st.

(e) Im Sinne der Vorlesung miisste man jetzt definieren, dass ¢, ein erster angeregter Zustand
ist. Den Zusatnd angeregt zu nennen macht aber physikalisch nur Sinn, wenn er ein héheres
Energieniveau besitzt, d.h. wenn F; > FE; ist. Hierfiir braucht man Eindeutigkeit des
Minimierers (bis auf Vorzeichen). Diese werden wir nicht komplett zeigen, ein wichtiger
Schritt ist aber die folgende Teilaufgabe:

(f) Es sei ¢ wie in Satz 6.4. Dann gilt entweder 11 oder 1/, sind ungleich Null. O.b.d.A sei fiir
diese Teilaufgabe ¥* # 0. Verwende die Schrodinger-Gleichung um zu zeigen, dass

ﬂig) — E, (24)
196 |22 ®n)

und finde damit einen nichtnegativen Minimierer. Zeige dann, dass es kein weiteres Energie-
niveau E geben kann sodass die Schrédingergleichung —Avy 4+ Vi = E eine nichtnegative
schwache Losung besitzt.

Hinweis: Schreibe die Schrédingergleichung in ihrer schwachen Form fiir )y hin und setze

+
dort T wlﬁou als Testfunktion ein. Verwende, was du aus Aufgabe 10 auf Blatt 3 iiber deren
ollL2

schwache Ableitung weifst.



(g) Wir wollen die Schrédingergleichung fiir das Wasserstoffatom explizit 16sen. Dazu sei V (z) =

1

Tl Wir probieren, eine Lésung von

Cap ¥

2] = Epy (25)

zu finden in einem Funktionenraum, den wir zunéchst nicht spezifizieren. Nehme zunéchst an,
dass die Losung dieser Gleichung radial ist, d.h ¥(z) = ¥ (|z]). Verwende Polarkoordinaten,
um die Gleichung auf eine Differentialgleichung erster Ordnung zuriickzufithren. Du erhéltst
eine nichtnegative Losung. Verwende Aufgabe (f) um zu zeigen, dass es sich bei dieser Losung
um einen Grundzustand handeln muss.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
https://wuw.uni-ulm.de/mawi/analysis/lehre/veranstaltungen/ws-201718/variationsrechnung/
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