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Übungen Elemente der Funktionentheorie: Blatt 1

In diesem Übungsblatt wollen wir die Arithmetik im Komplexen üben. Macht euch noch einmal klar,
was für verschiedene Möglichkeiten wir haben, eine komplexe Zahl aufzuschreiben und wie bestimmte
Operationen im Komplexen funktionieren. Auf diesem Blatt benötigen wir - auch wenn es in der Vorlesung
nicht explizit zur Sprache kam - dass die Geometrische Summe und der Binomische Lehrsatz mit komplexen
Argumenten genau so gelten wie im Reellen. Die Beweise sind identisch zu den Analysis-1-Beweisen (falls
diese damals nicht bereits für komplexe Zahlen geführt worden sind).

3. Es sei z = 1 +
√
3i. Finde Real- und Imaginärteil von 1

z , und finde alle Zahlen w, sodass w2 = z. (3)
Gebe außerdem eine geschlossene Formel für z10 an.

4. Berechne (1)∣∣∣∣3 + 5i

5 + 3i

∣∣∣∣ .
5. Es sei z ∈ C. Definiere w := i z−iz+i . Zeige: Ist w eine reelle Zahl, so gilt |z| = 1. (3)

6. (3)
(a) Zeige: Für x ∈ R und n ∈ N gilt

cos(nx) =

bn2 c∑
k=0

(
n
2k

)
(−1)k cos(x)n−2k sin(x)2k,

wobei b·c die Gaußklammer bezeichnet. Bemerkung: diese Formel verallgemeinert cos(2x) =
cos2(x)− sin2(x).

(b) Zeige: Für z ∈ C ist
n∑
k=0

(
n
k

)
|z|2kzn−2k ∈ R.

7. In der folgenden Aufgabe geht es um die komplexen Einheitswurzeln, die wie in der Vorlesung (5+2*)
definiert sind durch

zj = cos

(
j
2π

k

)
+ i sin

(
j
2π

k

)
, j = 0, ..., k − 1.

.

(a) Zeige zj = zk−j für j = 1, ..., k − 1.

(b) Zeige
k−1∑
j=0

zj = 0.

(c) Für die nächste Aufgabe definieren wir noch zk = cos
(
k 2π
k

)
+ i sin

(
k 2π
k

)
= 1. Zeige:

k∑
j=0

(
k
j

)
zj = ±

(
2 + 2 cos

(
2π

k

)) k
2

.

Bonus: Zeige, dass der exakte Wert der Summe −2k cos
(
π
k

)k ist, d.h. dass der Fall „−“immer
eintritt.



8. Zeige: Für z, w ∈ C gilt stets (2)
|z + w| ≤ |z|+ |w|.

9. Es sei P (z) = a0z
0 + ... + anz

n ein Polynom in C mit reellen, nichtnegativen Koeffizienten (3+1*)
a0, ..., an ≥ 0. Zeige: Ist an >

∑n−1
k=0 ak, so liegt jede Nullstelle von P (z) in D(0, 1). Bonus: Kannst

du ein ähnliches Kriterium hinschreiben dafür, dass jede Nullstelle in D(0, r) liegt ?

10. Für w ∈ C definieren wir (3)

zw :=

{√
|w| w+|w|
|w+|w|| w 6∈ R<0

i
√
−w sonst.

Zeige z2w = w und Re(zw) ≥ 0. Zeige außerdem, dass für w,w′ ∈ C zww′ = zwzw′ dann und nur
dann gilt wenn −π < arg(w) + arg(w′) ≤ π.
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