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Losungsvorschlag Elemente der Funktionentheorie: Blatt 2

In diesem Ubungsblatt geht es um die wunderliche Geometrie, die uns die Riemann-Sphére gibt. Wir wollen
untersuchen, wie sich bestimmte Operationen in C,, in Operationen in der Riemann-Sphére {ibersetzen
und den chordalen Abstand besser verstehen. Einige Identitdten aus dem Skript werden dabei bendtigt!
Fiir dieses Blatt definieren wir - wie in der Vorlesung -

2
S = {(S,n,u)€R3:£2+n2+ (u—é) :i}-

Wir betrachten auch die folgende Abbildung ¢ : S — C.,, die einen Punkt auf S zu der Zahl in C,
schickt, mit der Sie im Sinne von Abschnitt 1.4.2. identifiziert wird. Wir betrachten ferner die metrischen
Raume (5, x1) und (Cx, x2), wobei x1, x2 den chordalen Abstand bezeichne. Hierzu méchte ich drei
Definitionen in Erinnerung rufen:

1)Eine Folge (x,,) C M in einem metrischen Raum (M, d) heiflt konvergent, falls es ein x € M gibt, sodass
d(xy,x) — 0 fiir n — oco. Dann heifst auch = der Grenzwert

2) Sei (M, d) ein metrischer Raum und K C M. Dann heift K kompakt, wenn jede Folge (x,) C K eine
konvergente Teilfolge (z;,) mit Grenzwert in K besitzt.

3) Sei (M, d) ein metrischer Raum. A C M heifit abgeschlossen, falls fiir jede konvergente Folge (x,) C A
der Grenzwert x wieder in A liegt

Im Metrischen Raum (C,d) haben wir die kompakten Mengen als alle abgeschlossenen und beschrinkten
Mengen identifiziert. In allgemeinen metrischen Rdumen lassen sich kompakte Mengen nicht so einfach
charakterisieren. Dieses Blatt soll helfen, die kompakten Mengen in (5, x1) und (Cu, x2) zu verstehen.

11. Skizziere die folgenden Mengen und gebe eine moglichst einfache Beschreibung.

D(00; %) :={z € Cxo|x2(0,2) < 1} in Cos .
{z €Cx : x2(2,00) < $}Uoo in Cuy .

¢~ (D(o0; 1)) in S.

¢ 1(Ry) in S, wobei Ry, = RU {oc}.

12. Essei A C Oy und oo € A. Zeige: A ist abgeschlossen in (Co, x2) genau dann wenn A kompakt in
(C,d) ist, wobei d die kanonische Metrik auf C ist.

13. Zeige, dass R kompakt in C liegt, d.h fiir jede Folge (z,,) C Roo gibt es eine Teilfolge (;,) und
ein x € Ry, sodass xa(z,,2) — 0 fir n — oo.

Losungsvorschlag: Wir unterscheiden fiir die Losung dieser Aufgabe zwei Fille.

Fall 1: Es gibt einen Index N € N sodass (x,,),>n eine beschrénkte Folge ist. In diesem Fall gibt uns der
Satz von Bolzano-Weierstrafs eine konvergente Teilfolge in C. Also gibt es eine Teilfolge (x;, )n>n und ein
x € C sodass |x;, — x| — 0 fiir n — oco. x ist allerdings reell, weil R eine abgeschlossene Teilmenge von C
ist. Nun berechnet man

n

|21, — |
i, Py T (”
Hierbei haben wir den Nenner nach unten durch 1 abgeschétzt. Das Sandwichlemma impliziert nun, dass
X2(z1,,x) — 0 fiir n — co.
Fall 2: Einen Index wie oben gibt es nicht. Damit enthélt fiir jedes natiirliche N die Folge (x,,),>n stets
unendlich oder ist unbeschréankt. Somit gibt es fiir jedes N € N ein My > N sodass |z, | > N. Hierbei
setzen wir aus Bequemlichkeit |oo| = oo > N. Damit gilt

0< X2($ln ) .’L‘)

0 Ty = 00 1

1 , < —— (2)
Narmes sonst V1 -+ N2

X2(37MNaOO) = {



in beiden Féallen. Und somit
1
0< T My 00) < ——e
s Xz( My ) m

Damit haben wir unsere konvergente Teilfolge auch in diesem Fall noch gefunden.

-0 (N — o). (3)

14. Zeige: Fiir jeden Punkt (§,7n, 1) € S gibt es genau ein ¢ € (—7, 7] sodass (2)

(& m) = (V (1 — p) cos b, v/ pu(1 — p) sina, pu).

Die Koordinaten (u, %) nennt man sphérische Polarkoordinaten. Beweise auch, dass ¥ = arg(¢(&,n, u1)).

15. (a) Wir definieren fiir eine Matrix M := (Z Z

Tw 2 Coo = Cop durch

) € GLy(C) die sogenannte Mobiustransformation — (2%)

aztb  r 4 d #£0

cz+d
T (z) = < o0 cz+d=0,
e z =00

wobei wir hier temporér die Konvention ¢ = oo, wenn ¢ = 0 treffen. Zeige: Fiir M, N € GL,(C)
gilt Tpyny = Ty o Tiy. Ferner ist Thy stets invertierbar und T];jl =Ty .

" . a b a b .
Losungsvorschlag: Sei M = ¢ d und N = Jod Wir berechenen Th; o Ty. Dazu
unterscheiden wir einige Falle:
Fall 1: ¢ #0 . Sei z € C sodass ¢’z + d’ # 0. Dann hat man

a'z+ e
TyuT =T = 4
MTN(2) =Ty (C,Zer,) e g (4)
c z+d’
| [Hee et (0l V) +d(c x4+ d) £ 0 .
00 cldz+V)+ddz+d)=0
(ca’+dc")z4(cb’+dd’) (6)

- (aa +be)z+(ab+bd) (ca’ +dc")z+ (b +dd’) # 0
oo(ca’ +dc)z+ (cb/ +dd') =0

Nun im Falle ¢'z-+d' = 0 gilt TayoT (=) = Tar(00) = & = HEERIEHEET) = (et atiartid

Hierbei haben wir beim erweitern benutzt dass a’z + b’ # 0 denn N ist invertierbar und

a'z+b\  [(dz+0b\ z
()= (50 = 0) @
Wiére nun o’z + b = 0 so wére (z,1) € ker(NN) Nun muss noch Ty o Tv(00) berechnet werden.

a‘;—,/—i-b

, @ d#0
TaroTw(os) = { etrvd @ T07 ®)
o) ¢ +d=0
_Jaie e +dd #£0 o)
00 ca' +dd =0
Alles zusammen: Falls ca’ + d¢’ # 0 erhalten wir
QAR s (ca' +dc)z+ (b +dd') # 0
T oTn(z) = { 0 (ca' +dc)z+ (b +dd') =0 (10)
o S
Falls hingegen ca’ + d¢’ = 0 erhalten wir
(aa’+bc")z+ab’ +bd’
TM OTN(Z): { cb’+ad’ Z?éOO (11)
00 z =00



Der nachste Fall ist dass ¢/ = 0. In dem Fall erhalten wir

a b
TyoTn(z)=Tun 7% + ¥ (12)

Falls nun ¢ # 0 ergibt das

al b , /
Gzt g)th oDzt L) +d#0

(G at ) +d / / (13)
o) o(%z+5)+d=0
aa’z+(b a+bd’) / ’ ’
ca’z+b' c+dd’ ca’z+be+dd 7& 0 (14)
00 ca'z+bc+dd

und auferdem Ty o Ty (00) = Tar(o0) = 2. Diese beiden Gleichungen fallen mit Gleichung
(10) zusammen falls ¢/ = 0 und ist damit konsistent mit dieser Gl. Nun, falls ¢ = ¢ = 0 so gilt
a b’) a (a’ b’) b adz+ab + bd

T OTN(Z):TM (d/z+d/ EZJFE a:T (15)

d
und Ty o T (00) = Thy(00) = oc.

Ein Ergebnis, das wiederum mit Gleichung (10) im Falle ¢ = ¢/ = 0 zusammenfillt. Betrachtet man
(10) genauer, und schreibt
_ (ad +bd ab +dd
MN = (ca’ +dc b + dd’) (16)

so sieht man an (10) dass Ty o Ty = Tun -

(b) Zeige: Jede Mobiustransformation Ty ldsst sich als Verkettung der folgenden Abbildungen
schreiben
e Drehung um einen Winkel 6: Dy(z) = €%z, wobei wir hier dazu Dy(co) = oo setzen .
e Streckung um einen konstanten Faktor o > 0: S,(z) = az, und wieder setzen wir
stillschweigend Sq(0c0) = 00 .
e Verschiebung um ¢ € C: V.(2) = z + ¢, der unendlich ferne Punkt wird wieder auf sich

selbst verschoben.

% z#0
e Inversion I(z) =q¢oco0 2=0 .
0 z=o0

Zu welchen Matrizen korrespondieren die einzelnen Abbildungen ?

(c) Ist Ths eine Mobiustransformation, so ist ¢~ 0Ty 0¢ eine Abbildung von S nach S. Beschreibe
¢pLtoDyoo, ¢~ toS,o0¢und ¢! ol o ¢ geometrisch und gib ihre Abbildungsvorschrift
wahlweise in den Koordinaten (&, 7, 1) oder in den sphérischen Polarkoordinaten (v, u) an.

Lésungsvorschlag: Ich war in der Ubung nur noch ¢~ 0 S, o ¢ schuldig geblieben. Wie in

der Ubung treffen wir die Konvention 7 = 1/u(1 — ) und berechnen
i)
¢ 1 oSy 0p(rcosy, rsine, u) =¢ oS, (1re_ M) (17)
-1 re™ / A o
10) (al_u)(r cosy' ' sin)’, 1) (18)
wobei, sofern z = ar fit
a?r? 2_p
= [ S e LA c= R < . (19)
1+ 22 1+7(f:2;2)2 l+a?¢ 1—p+a?p
Damit gilt
2u(1— ) ar
r = "1 =) = lad = 20
W) =\ T et T (@~ (20)
Und "
are'
Y = arg ) =, (21)

bleibt also unverindert. Damit lisst ¢~! o S, o ¢ das Argument fest, aber veridndert den
Breitengrad auf dem ein Punkt liegt. Man kdnnte es als eine Art Stiilpung auffassen.



(d) Gib zwei Mobiustransformationen Ty, und Thy, an, sodass ¢~ ' 0Ty, 0 ¢ den GroRkreis =1 (2)
auf den GroRkreis 1 = 3 abbildet. AuRerdem soll Ty, o TA}; keine Drehung sein.

Lésungsvorschlag: Mit Aufgabe (c) lassen sich zwei Transformationen identifizieren, sodass
W= i auf p/ = % geschickt wird. Die Erste ist T = I (' = 1 — p und die zweite ist To = S,,.
Fiir welches o > 0 haben wir Erfolg 7 Falls y = % so ist

3 / a?p _ %2 o

1K :1—u+a2u_%+%2:3+a2

2

(22)

Lost man nach « auf so erhilt man o? = 9 und damit o = £3. Nehmen wir mal T, = S3
wobei auch S_3 klappen wiirde. T} o Ty '(z) = Ti(%) = 2 ist keine Drehung denn gébe es
0 € R sodass % = ¢ fiir alle z € C, so wire

22 =3¢ (23)

fiir alle z € C. Diese Gleichung hat aber nach der Theorie iiber komplexe Wurzeln nur zwei
Losungen.

16. Es sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die Vereinigung endlich vieler kompakter Mengen  (2)
wieder kompakt ist.

17. Es seien K1, Ko, ... C C kompakt und nichtleer, sodass K1 D Ky D K3 D ... . Zeige (2)
K :=()K;
i=1

ist kompakt und nichtleer.

Die folgende Frage gibt auf diesem Blatt noch keine Punkte aber wird auf dem néchsten Blatt eine
Ubungsaufgabe sein.

18. Gegeben sei die folgende Funktionenfolge

N n
INMOEDY =) (24)

Zeige, dass die Funktionenfolge gleichméfig auf D := {z € C|1 < |z| < 2} konvergiert. Ist der
Weierstraf-M-Test anwendbar ?

Einen schonen Feiertag!



