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Ubungen Elemente der Funktionentheorie: Blatt 4

23.

(a)
(b)

Beweise, dass f(z) = Z nirgends komplex differenzierbar ist.

Bestimme alle Punkte z € C an denen f(z) = 2% + |z|? komplex differenzierbar ist

24. Es sei D C C offen und f : D — C holomorph auf D. Definiere fiir (z,y) sodass « + iy € D
u(z,y) = Re(f(x + iy)) und v(z,y) = Im(f(z + iy)).

25.

(a)
(b)

Sind v und v zweimal stetig partiell differenzierbar auf D, so ist ug; + uyy = 0. Man sagt,
dass u harmonisch ist.

Der Einfachheit halber nehmen wir fiir diese Aufgabe D = C an. Definiere g(r, #) := u(re®)
und h(r,0) = v(re'?) fiir r > 0 und 6 € R. Zeige, dass stets gilt
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Es sei G C D ein Gebiet, sodass |f(z)| = const fir alle z € G. Zeige: f ist konstant auf G.
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Es sei F eine Ellipse, mit kleiner Halbachse der Lange a und grofer Halbachse der Lénge b,
die von der Kurve v gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Bestimme (ohne Benutzung
von Integralformeln sondern nur mit der Parametrisierung)

1
/ —dz.
YE |Z‘

Diese Aufgabe ist die Hauptrechtfertigung dafiir, dass Kurvenintegrale nicht von der Parame-
trisierung der Kurve, bzw. von der ,Geschwindigkeit “mit der die Kurve durchlaufen wird,
abhingen. Es sei ¢ : [0,1] — [0, 1] bijektiv und stetig differenzierbar mit ¢'(x) > 0 fiir alle
x € (0,1) und v : [0,1] — C eine stetig differenzierbare Kurve. Definiere ¥(t) := vy(¢(¢)) fiir
alle t € [0,1]. Zeige, dass fiir jede stetige Funktion f: C — C gilt

/fdz = / fdz
¥ ¥
Beweise: Fiir 2o € R mit |z < 1 gilt

Lot L=
z = .
|z|=1 zZ— X0 |z|=1 1-— oz

Es sei f : C — C stetig sodass es ein komplex diffenziebares g gibt mit ¢’ = f. Zeige: Dann
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fiir jede geschlossene Kurve 7 : [a,b] — C.

Berechne fir r > 0

Es sei flir R > 2 ygr die Kurve, die zuerst eine gerade Stecke von —R + 0¢ nach R + 0i
durchlauft, und dann auf einem Halbkreis oberhalb der z- Achse zuriicklauft. Zeige, dass fiir

n € N, n gerade,n > 2 gilt
o0 —x —Zz
/ ¢ —dr = lim / c —dz
_ool-l-l' R— oo ’YR]'+Z

Bonus: Gebe eine Familie von geschlossenen(!) Kurven g an, sodass
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