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1. Sei H ein Hilbertraum und A eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von H. [4]

(a) Zeige, dass die Projektion PA genau dann linear ist, wenn A ein Unterraum von H ist.

(b) Zeige, dass PA Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante 1.

2. Sei I ⊆ R ein offenes Intervall. Sei f ∈ L2(I). Zeige, dass die schwache Ableitung von f eindeutig [4]
ist, d.h. es existiert höchstens ein g ∈ L2(I) mit∫

I

f(x)h′(x) dx =

∫
I

g(x)h(x) dx für alle h ∈ C1
c (I).

Hinweis: Benutze, dass C1
c (I) dicht in L2(I) liegt.

3. Zeige, dass C0(0, 1), versehen mit der L2-Norm ‖f‖2 =

∫ 1

0

f2(x) dx, und C1(0, 1), versehen mit [4]

der H1-Norm ‖f‖2 =

∫ 1

0

f2(x) + (f ′(x))2 dx, keine Hilberträume sind.

4. Sei I = (a, b) ein Intervall. [4]

(a) Sei f ∈ L2(I) derart, dass
∫
I

f(x)h′(x)dx = 0 für alle h ∈ C1
c (I). Zeige, dass f(x) = c für

fast alle x ∈ I, wobei c ∈ K eine Konstante ist.

(b) Sei g ∈ L2(I). Definiere G : I 3 x 7→
∫ x

a

g(t)dt ∈ K. Zeige, dass G ∈ C(I) und∫
I

G(x)h′(x)dx = −
∫
I

g(x)h(x)dx für alle h ∈ C1
c (I).

(c) Folgere, dass jedes f ∈ H1(I) einen stetigen Repräsentanten f̃ ∈ C(I) hat, d.h. f(x) = f̃(x)
für fast alle x ∈ I.
Ferner gilt für I = (0, 1): ‖f‖C(I) ≤ ‖f‖H1(I) für alle f ∈ C([0, 1]).
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