Partielle Differenzialgleichungen WS 2010/11
Musterlosung zu Blatt 12

1. a) Seien a,b € Aund A\, u € K. Sei Py linear. Dann ist Aa+ ub = APaa+ uPab = Pa(Aa+ pb) € A.
Sei A ein Unterraum, Ac = b € A beliebig, A € K, und x,y € H. Dann ist

Re(DAx — APax,b — APaz) = |\[*Re{x — Pax,c — Pax) <0,
also Pa(Ax) = APax; und
Re(x+y—Pax—Pay,b—Pax—Pay) = Re(x—Pax, (b—Pay)—Paz)+Re(y— Py, (b—Pax)—P,) <0,
also Ps(z +y) = Pax + Pay.
b) ||Pax — Pay||®> = Re(Pax — Pay,x — y) + Re(Pax — Pay, Pax — ) + Re(Pax — Pay,y — Pay)

< Re(Pax — Pay,xz —y) < ||Paz — Payll|lz — y||
2. Sein g1, g2 € L*(I) und /gl(x)h(x) de = /f(a:)h’(x) dx = /gg(x)h(x) dzx, also
I I I

/(gl — g2)(x)h(x) dz = 0 fiir alle h € CX(I). Sei (hn)nen eine Folge in C1(I), die gegen g1 — go
I
konvergiert. Dann gilt 0 = lim (g1 — g2, hn)r2 = (91 — g2, 91 — g2) 12, also g1 = ga.

n—oo

3. Betrachte die Folge (f,,)n>2 in C°(0,1) mit

0 fir0<az<1/2-1/n,
fal@)=<¢ n/2(x—-1/2+1/n) firl/2—-1/n<zx<1/2+1/n,
1 fir 1/24+1/n <z < 1.

(fn) konvergiert in L?(0,1) gegen die Funktion f ¢ C°(0,1) mit f(z) = 0 fiir 0 < 2 < 1/2 und
fley=1fir1/2<z< 1.
Betrachte die Folge (gn)nen in C1(0,1) mit g,(z) = |z — 1/2|**¥/™. (g,,) konvergiert beziiglich der

H*'-Norm gegen g ¢ C'(0,1) mit g(z) = |z — 1/2].
b T
4. a) Sei Y € Cl(l) fest mit / Y(z)dr = 1. Sei w € C(I) beliebig. Definiere v(x) = / w(z) —

dy) dz. Dann ist wegen / Y(z)dr = 1 auch v(z) € CH(I); und v'(z) = w(z) —

/ w(y) dy. Man erhélt mit dem Satz von Fubini
a

0—/ I dw—/ e dy—/abf@c)wx) (/abw<y)dy> dz
_ / <f(y)— / f(w)w(x)dfv> w(y) dy.

Da w € C}(I) beliebig war, folgt f(y / f(z)¥(z) de konstant fast tiberall.

1 firx>t,

0 firz<¢ DA

b) Aus g € L*(I) folgt G € C(I). Definiere die Indikatorfunktion x(x,t) := {

gilt mit dem Satz von Fubini

/abG(x)h’(x) dx = /ab </j9(t) dt) W (x)de = /: /ab(z,t)g(t)h/(gg) dt dz
= /abg(t) </tb h'(x) dx) dt = —/abg(t)h(t) dt.
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¢) Sei f € H'. Definiere F := / f'(z)dx € C(I). Dannlst/ f(x)h' (z /f

b
/F YW/ (x) dx, also / (F — f)(x)h/(x) dz = 0 fiir alle h € C}(I). Mit a) folgt dann f — F = ¢

fii., c € R, also f = F + c € C(I) fast iiberall.
Sei nun f € C([0,1]) N H'(0,1). Es ist ||f[lc(o,1) = max \f(:c)| =: M. Betrachte auf H'(0,1)

die dquivalente Norm ||f| := \// f2(x)dz + \// (f'(x))2dx < V2| f|lg- Sei y € [0,1] mit
|f(y)] = M und 0.B.d.A. f(y) = M. Selm:—max{ren[%)nl]f()O}undze[O ,1] mit f(z) = m.

)

Dann folgt mit der Holder-Unglelchung

1l = \// f2() dx\// 12dz + \//01<ff<x>>2dx\//ol 12ds > / (@) do + / f(2)] da

y
2|/ f(@)dz|+m=M—m+m= M.

Also [|flleqoay < £ < V21l



