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1. Seien H1, H2 Hilberträume und T : H1 7→ H2 ein linearer Operator. [4]

(a) Zeige, dass T genau dann beschränkt ist, wenn T Lipschitz-stetig ist, und T genau dann
Lipschitz-stetig ist, wenn T stetig ist.

Sei Ω ⊆ Rd und betrachte den Hilbertraum H = L2(Ω).

(b) Finde die orthogonale Projektion in H auf den Unterraum der konstanten Funktionen.

2. Sei η ∈ C1(0,∞). Sei u ∈ H1(0, 1) und es existiere ein ε > 0, so dass η(x) = 0 für x ≥ 1 − ε. [4]
Bezeichne mit ũ die Erweiterung von u auf (0,∞) durch ũ(x) = 0 für x ≥ 1. Zeige ηũ ∈ H1(0,∞),
und beweise die Produktregel (ηũ)′ = η′ũ+ ηũ′.

3. Sei Ω ⊆ Rd und u ∈ H1(Ω). Zeige u+ :=
|u|+ u

2
∈ H1(Ω). [4]

Hinweis: Die schwache Ableitung
∂u+

∂xj
ist gegeben durch χ{u>0}

∂u

∂xj
. Definiere f ∈ C1(R)

durch fn(r) :=

{
(r2 + n−2)1/2 − n−1 für r > 0,
0 für r ≤ 0

und betrachte −
∫

Ω

(fn ◦ u(x))
∂φ

∂xj
(x) dx

mit φ ∈ C1
c (Ω).

4. Sei Ω eine offene Teilmenge des Rd. Definiere C2
0 (Ω)+ := {f ∈ C2

c (Ω) : f(x) ≥ 0 ∀x ∈ Ω} [4]
und H1

0 (Ω)+ := {f ∈ H1
0 : f(x) ≥ 0 f.ü.}. Eine Funktion f ∈ L2(Ω) heißt subharmonisch, falls

−
∫

Ω

f(x)∆φ(x) ≤ 0 für alle φ ∈ C2
0 (Ω)+.

Zeige: Ist u ∈ H1(Ω) subharmonisch und (u− c)+ ∈ H1
0 (Ω), c ∈ R, so gilt u(x) ≤ c für fast alle

x ∈ Ω.
Hinweis: Benutze, dass C2

c (Ω)+ dicht in H1
0 (Ω)+ liegt und dass aus ∇f = 0 f.ü. folgt f = 0 f.ü.,

falls f ∈ H1
0 (Ω).
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