Partielle Differenzialgleichungen WS 2010/11
Musterlosung zu Blatt 13

1. a) T beschrankt, d.h || Tx|| m, /||z||r, < M < o0, Vo #0. = |[|[To1—Tz2||g, = T (z1—22)|| 1, <

M||zy — x|z, = Lipschitz-stetig = stetig, d.h. 30 > 0: |Te—T0|z, <1, Vo : ||z, <0
= ||Tz||g, <1/6, Vo : ||z)|g, <1

b) Der Abstand in der L?-Norm zu einer Funktion f € L*(Q) wird minimiert durch diejenige
konstante Funktion, fiir die

o0 = [ (f@) =0 do = [ Pa)do—2 [ fa) do-+]le

minimal ist. Es folgt Pronst.f = 1/\Q|/ f(x) dzx
Q

. (n € CX0,00) N H*(0,00)) Sei 7 die Einschrinkung von n auf (0,1). Mit ¢ € C(0,1) ist auch
Hé € CL(0,1). Es folgt

1

1 1
- / ! () (3(x) b)) di = / (@) (2)p(z) de + / w(z)i(2)d (z) d

0 0 0

fiir alle ¢ € C1(0,1) und damit (un)’ = u'f + wi’ und uh € H'(0,1).
Sei nun ¢ € C1(0,00) und ¢ € C1(0,1) mit ¢(z) = ¢(x) fiir © < 1— e und ¢(z) = 0 fiir 2 > 1 —¢/2

(dazwischen z.B. durch ein Polynom vom Grad > 3 interpoliert). Dann ist /OO a(z)n(z)¢' (z) de =
0
1 1 [e'e)
/ w(w)i()d(z) do = — / (W (2)i(z) + u(2)i (2))d(z) dz = — / (@ (@)n(z) + ule)y () de.
0 0 0

. (u und Vut € L3(Q) ist klar). Da f, €' (R), £,(0) = 0 und f/(r) = r(r® + n=2) 72 < 1 gilt, ist
mit v € H'(Q) auch f, € HI(Q) (Kettenregel). Es folgt

- [ a2 @ do = [ vusouta)w@) 0 @)ota) da
8% Q O0x;

und mit dem Satz von Lebegues nach Grenziibergang auf beiden Seiten

- [ uta 122 (4 )dx—/qu>0$(m)¢(x) dv fir alle ¢ € CL(9).
J J

. Es gilt fiir alle ¢ € CL(Q) -
0> - /Q (@) Ap(z) dr — /Q Vu(2)Vé(z) do = /Q V(u— o)(@)Vo() d
Da C}(Q), dicht in H}(Q); liegt, gilt obige Gleichung auch fiir (u —¢)™ € H} (), d.h.
0> / V(u—c)(z)V(u—c)T(z) dr = / V(u—c)"(2)V(u—c) () du,
Q Q

was bedeutet V(u — ¢)* = 0 f.ii., woraus folgt (u — ¢)™ = 0 f.ii., also u < ¢ fast iiberall.



