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Fiir Aufgabe 1 benutze das folgende Lemma.
Sei Q ein offenes Gebiet im RY und u € H'(Q). Dann existiert eine Folge u,, € C}(Q), so dass u, — u

in L2(Q) und 2% 9% G 12(0) 5 = 1, d, fiir alle w C 9 offen mit kompaktem Abschluss

aa:j aiEj
@ C Q (Abschluss beziiglich RY).

1. (a) (Kettenregel) Sei f € C*(R) mit f'(r) < M < oo (und f(0) = 0, falls |Q] = o0). Sei

u € HY(Q).
) A(fou) ou )
: 1 _ = f/ _— =
Zeige: fou € H (Q) und oz, (x)=7f (u(x))axj (), j=1,...,d.
(b) (Produktregel) Seien u,v € H' () und v, g—v eL>®Q), j=1,...,d
Lj
Zeige: uv € H'(Q) und O(uv) = ﬁ+% j=1,....,d.

Ox; Ox;  Ox;j

2. (a) Sei H ein Hilbertraum und a : H x H — K eine stetige und koerzive Sesquilinearform. Sei
C eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von H und bezeichne mit P die orthogonale
Projektion auf C.

Zeige, dass Rea(u|u — Pu) > 0 fiir alle v € H dquivalent ist zu Rea(Pu|u — Pu) > 0 fiir
alle u € H.

(b) Sei a(+]-) jetzt zudem symmetrisch (d.h a(u|v) = a(v|u)).

Zeige, dass a(Pu|Pu) < a(ulu) fir alle u € H aquivalent ist zu Rea(u|u — Pu) > 0 fiir alle
u€ H.

Welche Aquivalenz lisst sich also in diesem Fall zu Proposition 7.60 aus der Vorlesung
hinzufiigen?

(c) Sei Q ein offenes Gebiet im R?, fiir das die Poincaré-Ungleichung gilt, und bezeichne
mit P, die orthogonale Projektion auf L?(Q),. Sei a : Hy x Hy + R mit a(u|v) =

Vu(z)Vo(z) dx. Der zu a(-|-) gehorige Operator A ist der Laplace-Operator mit Dirichlet-

Q
Randbedingungen.
Zeige, dass fiir jedes f € L*(Q)4 die Losung von A\u — Au = f, A > 0, ebenfalls Element
von L2(Q) ist.

3. (a) Sei H ein Hilbertraum und b: H x H — R eine stetige und symmetrische Bilinearform.
d d
Zeige, dass fiir jede Funktion v € C'(R,, H) gilt %b(u(tﬂu(t)) = 2b(d—?(t)\u(t)), t>0.

(b) Seia : V xV — R eine stetige und symmetrische Bilinearform mit a(u|u) > 0 fiir alle
u € V und A der zugehorige Operator, wobei der Hilbertraum V' dicht und mit stetiger
Einbettung in H liege.

Zeige, dass das Anfangswertproblem auf C?*(R., H)
wy(t) — Aw(t) =0 firt >0, w(0)=wug €V, w(0)=us €V,

hochstens eine Losung besitzt, und wende dieses Resultat auf die Wellengleichung an.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
www.uni-ulm.de/mawi/analysis/veranstaltungen /ws1011/
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