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1.

(a)

Es gilt |f(r)] < f(0) + Mr. Es folgt

/Q(fou)Q(ﬂc)de/Q|f(0)+Mu(x)\2d:L‘§2/(2f2(0)dx+2M2/u2(x)dx<oo,
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also (f ou) € L*(Q); und
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Sei nun w,, € C’g(Q) eine Folge wie im Lemma. Dann erhélt man

/Q(foun)

und nach Grenziibergang auf beiden Seiten mit dem Satz von Lebegues die Behauptung.
Es gilt

/f 8un( )¢(x)dx fiir alle ¢ € C2(Q), j=1,...,d,

/(uv)Q(;v) dx < Hv||c2>o/ u?(z)dr < oo und
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Sei nun u,, € C}(9) eine Folge wie im Lemma. Dann erhilt man
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also /Q(vun)(x) 6;9533) de = — /Q (a;if)un(x) +v(x) 8137;258)) ¢(x) dr und nach Grenziiber-

gang auf beiden Seiten mit dem Satz von Lebegues die Behauptung.

Sei Rea(Pu|u — Pu) > 0. Dann gilt wegen der Koerzivitiat von a(:|-)
0 < Rea(Pu—u|u—Pu)+Rea(ulu—Pu) = —Rea(u—Pu|u—Pu)+Rea(u|u—Pu) < Rea(u|u—Pu).

Sei nun Rea(u|u— Pu) > 0 fiir alle w € H. Dann folgt auf Grund von P(Pu+ A(u— Pu)) = Pu
fiir alle A > 0

0< %Rea(Pu + AMu — Pu)|Pu+ A(u — Pu) — Pu) = Rea(Pu + A(u — Pu)|(u — Pu))

und nach Grenziibergang A — 0 die Behauptung, da a(-|-) stetig ist.

Da a(:|-) eine stetige, symmetrische und koerzive Sesquilinearform ist, gilt fiir a(:|-) natiirlich
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Sei a(Pu|Pu) < a(u,u). Dann gilt

a(ulu — Pu) = a(ulu) — a(u|Pu) > a(u|u) — a(u|u)?a(Pu|Pu)'/? > 0.

Sei a(u|u — Pu) > 0, Dann gilt mit Teil (a)
a(Pu|Pu) = a(Pu — u|Pu) + a(u|Pu) < a(u|Pu) < a(u|u)'/?a(Pu|Pu)/?.

Also lisst sich in diesem Fall zu Proposition 7.60 aus der Vorlesung noch die Aquivalenz
PV CV und a(Pu|Pu) < a(u|u) fir alle u € V hinzufiigen.
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(c)

Da a(-|-) stetig auf H{, koerziv und symmetrisch ist und P, Hi C Hg, folgt die Behaup-
tung mit Teil (b) und Proposition 7.60 aus /(V(P+u)(x))2 de = /X,L>0(Vu(x))2 dx <
Q Q

/(Vu(x))2 dx.
Q
Es gilt fiir t > 0

b(u(t+h)|u(t+h)) —bu@®)|u®)) = bult+h)—ul),ult+h))
+b (u(t)|u(t + h)) — b (u(t)|u(t))
b(u(t+ h) —u@®)|ut+ h)) +b(u(t)|u(t+ h) —ut)),

woraus folgt

d . u(t+ h) — u(t)
o) = iy (MR )
+b (u(t), W) =2 (?;(t), u(t)> . t>o0.

Definiere die Energie einer Losung des gegebenen Anfangswertproblems durch
B(t) = a(w(t)[w(t)) + [lw(t)|7 > 0.

Dann ist

%(t) = 2a(w(t)|w(t)) + 2(wu (1), we(t)) n = 2(—Aw(t), we(t)) i + 2 + 2(wu (1), we(t)) 1
= 2(—wu(t), we(t)) i + 2(wi (1), we(t)) r = 0,

d.h. die Energie ist konstant fiir jede Losung. Existieren nun zwei Losungen u und v, dann

16st deren Differenz das Anfangswertproblem mit (v — v)(0) = 0 und (v — v)¢(0) = 0, d.h.

E(u —v) = 0. Daraus folgt (u —v)¢(t) =0, also (u —v)(t) = 0.

Das obige Resultat liefert Eindeutigkeit der Lésung der Wellengleichung mit Neumann- oder

Dirichlet-Ranbedingungen, weil die zugehérige Bilinearform a : H*(Q) x H'(Q) +— L*(Q) bzw.

a: HYH Q) x Hy(Q) — L*(Q), gegeben durch a(ulv) = / Vu(z)Vu(z)dz, die Bedingungen an
Q

a(-]-) erfiillt.



