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1. Finde die Lagrange-Funktion (a) zur konvektiven Poisson-Gleichung und (b) zur modifizierten [4]
Wärmeleitungsgleichung

(a) ∆u(x) +∇φ(x)∇u(x) = f(x) x ∈ Ω ⊂ Rd, φ, f : Ω 7→ R,

(b)
∂u

∂t
− ε∂

2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
(t, x) ∈ (0,∞)× Ω ⊂ R2, ε > 0.

2. (a) Überprüfe, dass die mit der Lagrange-Funktion [4]

L(x, y, z, j1u) := u2
x(x, y, z) + u2

y(x, y, z)− u2
z(x, y, z) + F (u(x, y, z)), F (·) =

∫ ·

0

f(z) dz,

assoziierte Euler-Lagrange-Gleichung eine nichtlineare Wellengleichung ist.
(b) Zeige, dass die Lösung u : (0,∞) × (0, 1) =: Ω 7→ R der eindimensionalen Wellenglei-

chung (uxx − utt = 0) mit Neumann-Randbedingungen (ux(t, 0) = ux(t, 1) = 0) und An-
fangswerten u(0, ·) = u0(·), ut(0, ·) = u1(·) nicht notwendiger Weise ein Minimum des

entsprechenden Lagrange-Funktionals I(u) =

∫
Ω

(u2
x(t, x) − u2

t (t, x)) d(t, x) ist, d.h. finde

Anfangswerte u0, u1 und eine Funktion w, die Rand- und Anfangsbedingungen erfüllt und
für die I(w) < I(u) gilt.

3. Sei p ∈ (1,∞) und betrachte das Lagrange-Funktional [4]

I(u) =

∫
Ω

|∇u(x)|p dx, u ∈ H1
0 (Ω).

Zeige, dass die assoziierte Euler-Lagrange-Gleichung die p-Laplace-Gleichung

∇(|∇u|p−2∇u) = 0

ist und dass die Abbildungen

Tε : x 7→ eεx, u(x) 7→ eε
n−p
p u(eεx), ε ∈ R,

eine variationelle Symmetrie erzeugen.
Leite ferner die zu Tε gehörige Noethersche Divergenzgleichung
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her und überprüfe auch direkt, dass diese aus der p-Laplace-Gleichung folgt.

4. Betrachte die zweidimensionale Wellengleichung utt − uxx − uyy = 0. Die Vektorfelder rxy := [4]
−y∂x + x∂y (Rotation) und d := x∂x + y∂y + t∂t (Dilatation) erzeugen einparametrische Sym-
metriegruppen der Wellengleichung.
Untersuche, ob sie auch variationelle Symmetrien erzeugen.
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