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1. (a) L(x, u,∇u) = eφ(x)

(
1

2
∇2u(x)− f(x)u(x))

)
(b) L(x, u, ux, ut) = e−t/ε

(
1

ε
u2
x + u2

t

)
.

2. (a) Euler-Lagrange-Gleichung: 2uxx(x, y, z) + 2uyy(x, y, z)− 2uzz(x, y, z) + f(u(x, y, z)) = 0 oder

uxx(x, y, z) + uyy(x, y, z)− uzz(x, y, z) +
1

2
f(u(x, y, z)) = 0.

(b) Sei u0 = u1 ≡ 0. Dann ist die eindeutige Lösung der Wellengleichung gegeben durch u ≡ 0
und I(u) = 0. Wähle z.B. w(x, t) = t2. Dann erfüllt w Rand- und Anfangsbedingungen, aber

I(w) =

∫
Ω

(u2
x(t, x)− u2

t (t, x)) d(t, x) = −∞.

3. Euler-Lagrange-Gleichung: 0 =

d∑
i=1

p(uxi |∇u|p−2)xi = p∇(|∇u|p−2∇u).

Variationelle Symmetrie: Mit ωε = {y = xeε : x ∈ ω} folgt∫
ω

|∇(eε
n−p
p u(eεx))|p dx =

∫
ω

eε(n−p)|∇u(eεx)|p dx =

∫
ωε
|∇u(y)|p dy.

Divergenzgleichung: Mit φ(x, j1u) =
n− p
p

u(x) +∇u(x) · x und ξk = xk folgt

0 =

d∑
i=1

((
n− p
p

u(x) +∇u(x) · x
)
puxi |∇u(x)|p−2 − xi|∇u(x)|p

)
xi

=
((((((((((((((((((

((n− p)u+ p∇u · x)
d∑
i=1

(uxi |∇u|p−2)xi +

d∑
i=1

((
(n− p)u2

xi + pu2
xi + p

d∑
j=1

uxjxixjuxi
)
|∇u|p−2

)

−
d∑
i=1

(
|∇u|p + p|∇u|p−2

d∑
j=1

uxjxiuxjxi
)
= 0.

4. Das Vektorfeld −y∂x+x∂y erzeugt die Tranformationsgruppe (x sin θ+y cos θ, x cos θ+y sin θ, t, u).
Da die Determinante der Variablentransformation (x, y, t) → (x sin θ + y cos θ, x cos θ + y sin θ, t)
betragsmäßig gleich 1 ist, folgt∫

ω

(
u2
t (−x sin θ + y cos θ, x cos θ + y sin θ, t)− u2

x(−x sin θ + y cos θ, x cos θ + y sin θ, t)

− u2
y(−x sin θ + y cos θ, x cos θ + y sin θ, t)

)
d(x, y, t)

=

∫
ωθ

(
u2
t (x, y, t)− (−ux(x, y, t) sin θ + uy(x, y, t) cos θ)

2 − (ux(x, y, t) cos θ + uy(x, y, t) sin θ)
2
)
d(x, y, t)

=

∫
ωθ

(
u2
t (x, y, t)− u2

x(x, y, t)− u2
y(x, y, t)

)
d(x, y, t),

d.h. es liegt eine variationelle Symmetrie vor.
Das Vektorfeld x∂x+y∂y+ t∂t erzeugt die Transformationsgruppe (eεx, eεy, eεt, u) und die entspre-
chende Variablentransformation (x, y, t)→ (eεx, eεy, eεt) hat Determinante e3ε. Es folgt∫

ω

(
u2
t (e

εx, eεy, eεt)− u2
x(e

εx, eεy, eεt)− u2
y(e

εx, eεy, eεt)
)
d(x, y, t)

=

∫
ωε

(
e−3εe2ε(u2

t (x, y, t)− u2
x(x, y, t)− u2

y(x, y, t))
)
d(x, y, t),

d.h. es liegt keine variationelle Symmetrie vor.
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