Partielle Differenzialgleichungen WS 2010/11
Musterlosung zu Blatt 15

1. (a) L(z,u,Vu) = ?® (;Vzu(x) - f(x)u(x)))

1
b) L(x,u,us, us =e Ve Zu +u? ).
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2. (a) Euler-Lagrange-Gleichung: 2u.,(x,y, 2) + 2uyy (2, v, 2) — 2u..(x,y, 2) + f(u(z,y, z)) = 0 oder
1
ull(xa Y, Z) + uyy(l‘a Y, Z) - Uzz(l', Y, Z) + if(u(xv Y, Z)) =0.

(b) Sei ug = u; = 0. Dann ist die eindeutige Losung der Wellengleichung gegeben durch v = 0
und I(u) = 0. Wihle z.B. w(x,t) = t*. Dann erfiillt w Rand- und Anfangsbedingungen, aber

Iw) = [ (u2(t.0) —(t.0) d(t.a) = —oc.

d
3. Euler-Lagrange-Gleichung: 0 = Zp(u$i|Vu|p_2)mi = pV(|VulP~2Vu).
i=1

Variationelle Symmetrie: Mit w® = {y = ze® : x € w} folgt

/ V(e F ulefz))|P do = / ‘") |Vu(efx)|P da = / |Vu(y)[P dy.

Divergenzgleichung: Mit ¢(x, jiu) = - pu(a:) + Vu(z) - x und & = xy folgt

3 (20601 + Vo) -+ )y Wuta) = vt

=1 xT;
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D+ D (=9, +pu2, + 9D ) [Vul2)
i=1 j=1
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= (IVulP +p| VP2 g0t 2) = 0.
i=1 Jj=1

4. Das Vektorfeld —y0, + x0, erzeugt die Tranformationsgruppe (xsin +ycos 8,z cosf+ysiné, ¢, u).
Da die Determinante der Variablentransformation (z,y,t) — (zsinf + ycosf,zcosf + ysinb,t)
betragsméfig gleich 1 ist, folgt

/ (uf(—xsinf + ycos,xcos + ysinb,t) — ui(—zsinf + ycosf, z cosf + ysin b, t)
- uz(—aﬁsinﬁ + ycosf, xcosb + ysin@,t))d(x,y,t)

= / (uf(m, y,t) — (—ug(z,y,t)sinf + uy(x,y,t) cos 9)2 — (ugz(z,y,t) cos O + uy(x,y,t)sin G)Q)d(x, y,t)
wﬂ

- /9 (uf(x,y,t) —ul(z,y,t) — uz(x,y,t))d(x,y,t),

d.h. es liegt eine variationelle Symmetrie vor.

Das Vektorfeld 20, +y0, +t0; erzeugt die Transformationsgruppe (e“x, ey, et, u) und die entspre-
chende Variablentransformation (x,y,t) — (e‘x, ey, e°t) hat Determinante e3¢, Es folgt

/ (u?(eﬂn ey, et) — ul(ex, ey, et) — ui(eeac7 ey, eet))d(;v, Y, 1)
w

— / (6_36626(u?(x,y,t) —u(z,y,t) — ui(m,y,t)))d(myi),

d.h. es liegt keine variationelle Symmetrie vor.



