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1. Da H maximalen Rang am Punkt (x0, jKu0) =: z0 = (z10 , . . . , z
n
0 ), n = d + dK , hat, existiert

0 ≤ i ≤ n mit
∂H

∂zi
(z0) 6= 0. O.B.d.A. können wir annehmen, dass z0 = 0 und i = 1 ist (z 7→ (zi ↔

z1)(z−z0) ist ein C∞-Diffeomorphismus). Nach dem Satz über implizite Funktionen existiert daher
eine offene Umgebung U(z0) und eine C∞-Funktion f(z2, . . . , zn) =: f(ẑ) (H ist C∞), so dass

H(z) = 0 ⇔ z1 = f(ẑ) (also insbesondere z10 = f(ẑ0)) und 0 6= ∂H(z)

∂z1
=: h(z) für z ∈ U(z0). Die

partiellen Ableitungen von f sind gegeben durch fi :=
∂f

∂zi
(ẑ) = − 1

h(z)

∂H(z)

∂zi
, i = 2, . . . , n und

z = (f(ẑ), ẑ). Definiere

y(z) := h(z)(z1 − f(ẑ), z2, . . . , zn) = (y1, . . . , yn) = y.

Da die Determinante der Jacobimatrix

Jy(z) =


hz1z

1 + h− hz1f hz2z
1 − f2h− hz2f · · · hznz

1 − fnh− hznf
hz1z

2 hz2z
2 + h . . . hznz

2

...
. . .

...
hz1z

n . . . . . . hznz
n + h


an der Stelle z = z0(= 0) gleich h(0)n 6= 0 ist, existiert nach dem Satz über inverse Abbildungen
eine Umgebung U ′(0), so dass y ein C∞-Diffeomorphismus von U ′(0) nach V (0) := y(U ′(0)) ist.
Insbesondere ist y(0) = 0 und H(z) geht über in H̃(y) = H(y−1(y)) mit H̃(y) = 0 genau dann,

wenn y1 = 0. Wegen hziz1 − fih− hzif = −fih =
∂H(z)

∂zi
für i = 2 . . . , n folgt

∇H̃(y) = ∇H(z) · (Jy(z))−1 = (1, 0, . . . , 0),

also H̃(y) = y1 für alle y ∈ V (0).

2. ut(t, x) = cuxx(t, x) ist äquivalent zu H(t, x, u, ut, ux,−utt, uxx, utx) := ut− cuxx = 0 und
∂H

∂ut
= 1,

d.h. die Wärmeleitungsgleichung hat vollen Rang.

3. a) j3A(t, j3u) = τ(t, u)
∂

∂t
+ φ(t, u)

∂

∂u
+ φt(t,æ1u)

∂

∂ut
+ φtt(t, j2u)

∂

∂utt
+ φttt

∂

∂uttt

φt = Dt(φ− τut) + τutt = (φt + φuut − τtut − τuu2t − τutt) + τutt = φt + (φu − τt)ut − τuu2t
φtt = Dt(φt + φuut − τtut − τuu2t − τutt) + τuttt

= (φtt + (2φut − τtt)ut + (φu − 2τt)utt + (φuu − 2τtu)u2t − τuuu3t − 3τuututt −���τuttt) +���τuttt

φttt = Dt(Dt(Dt(φ− τut))) + τutttt

= φttt + (3φttu − τttt)ut + (3φuut − 3τttu)u2t + (3φut − 3τtt)utt + (3φuu − 9τtu)ututt

+ (φu − 3τt)uttt + (φuuu − 3τtuu)u3t − 6τuuu
2
tutt − 4τuututtt − τuuuu4t

b)

φtx = DxDt(φ− τut − ξux) + τutxt + ξutxx

= Dx(φt + φuut − τuu2t − τutt − ξtux − ξuutux − ξuxt) + τutxt + ξutxx

= φtx + (φtu − ξtx)ux + (φux − τtx)ut + (φuu − τtu − ξux)utux + (φu − τt − ξx)utx

− τuxu2t − τuuuxu2t − 2τuututx − τxutt − τuuxutt − ξtuu2x − ξtuxx − ξuuu2xut − 2ξuutxux
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4. Betrachte die eindimensionale Transformationsgruppe T = (Tε)ε∈I(x,u) auf J0 = Rd × R. Sei
(x̄, j1ū) = (x̄, ū, ūx1 , . . . , ūxd

) ∈ J1 und f(x) : U(x̄) 7→ R mit f(x̄) = ū, ∇f(x̄) = (ūx1 , . . . , ūxd
).

Schreibe Tε(x, u) = (Xε(x, u), Uε(x, u)). Dann geht für kleine ε die Funktion f(x), x ∈ V (x̄) ⊆ U(x̄),
unter Tε über in die Funktion f ε(xε) = (Uε ◦ [Id× f ]) ◦ (Xε ◦ [Id× f ])−1(xε). Nach Definition ist

j1A(x̄, j1ū) =
d

d ε
(x̄ε, f ε(x̄ε),∇f ε(x̄ε))|ε=0 = A(x̄, ū)× d

d ε
∇f ε(x̄ε)|ε=0

und nach Anwendung von Ketten- und Produktregel (J bezeichne die Jacobi-Matrix)

d

d ε
∇f ε(x̄ε)|ε=0 =

d

d ε

(
J(Uε ◦ [Id× f ])(x̄) · (J(Xε ◦ [Id× f ]))−1(x̄)

)
ε=0

=
d

d ε
(J(Uε ◦ [Id× f ])(x̄)) |ε=0 · (J(X0 ◦ [Id× f ])−1(x̄)

+ J(U0 ◦ [Id× f ])(x̄) · d
d ε

(
J(X0 ◦ [Id× f ]))−1(x̄)

)
|ε=0

=
d

d ε
(J(Uε ◦ [Id× f ])(x̄)) |ε=0 −∇f(x̄) · d

d ε
(J(Xε ◦ [Id× f ])(x̄)) |ε=0

= J(
d

d ε
(Uε ◦ [Id× f ])(x̄)|ε=0)−∇f(x̄) · J(

d

d ε
(Xε ◦ [Id× f ])(x̄)|ε=0)

=
(
Dxi

φ(x̄, f(x̄))−
d∑
l=1

uxl
Dxi

ξl(x̄, f(x̄))
)
i=1,...,d

,

wobei benutzt wurde, dass J(X0 ◦ [Id× f ]))−1(x̄) die Einheitsmatrix ist und für jede invertierbare

Matrix M(ε) gilt
d

d ε
M−1(ε)|ε=0 = −M−1(0) · d

d ε
M(ε)|ε=0M

−1(0). Ferner hat man

Dxiφ(x̄, f(x̄))−
d∑
l=1

uxl
Dxiξl(x̄, f(x̄)) = Dxi(φ(x̄, f(x̄))−

d∑
l=1

ξl(x̄, f(x̄))uxl
) +

d∑
l=1

ξl(x̄, f(x̄))uxixl
.
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