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1.

3.

Da H maximalen Rang am Punkt (zo,jrxu0) =: 20 = (28,...,28), n = d + d*, hat, existiert
OH ,
0 <i<n mit T(zo) # 0. O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass zp = 0 und ¢ = 1 ist (z — (2* <
ZZ

21) (2 — 2p) ist ein C*°-Diffeomorphismus). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert daher
eine offene Umgebung U(z) und eine C*-Funktion f(22,...,2") =: f(2) (H ist C*), so dass

OH
H(z) =0 < 2! = f(2) (also insbesondere z} = f(%)) und 0 # 12 =: h(z) fiir z € U(zp). Die
0 1 O0H
partiellen Ableitungen von f sind gegeben durch f; := / () = —— (Z), i=2,...,n und
0z; h(z) 0z
z = (f(2), 2). Definiere
y(2) = h(2)(z" = f(3),2%,...,2") = (¥',...,y") = .
Da die Determinante der Jacobimatrix
hoizt +h—hoaf hyzt — foh—heef <o honzt — fuh —hon f
hi 22 h,22% + h e hon 22
Jy(2) = : : :
haz" hon2" 4+ h

an der Stelle z = zo(= 0) gleich h(0)™ # 0 ist, existiert nach dem Satz iiber inverse Abbildungen
eine Umgebung U’(0), so dass y ein C*°-Diffeomorphismus von U’(0) nach V(0) := y(U'(0)) ist.
Insbesondere ist y(0) = 0 und H(z) geht iiber in H(y) = H(y '(y)) mit H(y) = 0 genau dann,

H
wenn y' = 0. Wegen h,iz' — fih —h,if = —fih = aaz(f)

fir i =2...,n folgt

VI:I(y) =VH(z) - (Jy(z))~' =(1,0,...,0),

also H(y) =y fiir alle y € V(0).

oOH
cug(t, @) = cugy (t, ) ist Aquivalent zu H(t, ©, w, ug, Uy, —Ugt, Ugg, Uty ) i= Up — Cligy = 0 und e 1,
t
d.h. die Warmeleitungsgleichung hat vollen Rang.
0 0 0 0 0
AL ) — () 2 o)L t(t g ttiy i ttt
a) ]3 ( 7]3“) T( ?u) at +¢( ’u) 811/ +¢ ( 7%1u)aut + (725 ( 7j2u) autt +¢) 8uttt

¢' = Dy(¢ — Tur) + Tust = (1 + Gutts — Teur — Ty — TUse) + T = G + (Pu — Te)up — T U
@' = Dy(d¢ + Puus — Tl — TyUF — TUst) + TUser
= (¢ut + 20wt — Te)ws + (du — 270 )t + (uw — 2700)UF — TuuUy — 3TuUplsy — Tyrr) + Thhort
¢"" = Dy(Dy(Dy(¢p — Tur))) + Tusree
= dut + (31w — Teee)Us + (3uut — 37eeu)uf + (Bt — 37e) st + (Bbuw — ITeu ) Usue
+ (du — 37 Ustr + (Dunn — 3Trun)Us — 6TuuUo Uy — ATy UgUpsr — Tuwu s

b)

¢ta: = Dth(¢ — TUt — gux) + TUtat + futmm
= Da(r + Putsy — Tutt; — Tust — &ty — Eulyty — EUt) + Tlipr + Elirg
= qﬁtw + (qbtu - gtm)uz + (¢um - Ttm)ut + (¢uu — Ttu — fux)utuz + ((bu — Tt — gm)utm

2 2 2 2
— TuzUWy — TuuUz Uy — 27—uututr — TpUgt — TyuUg Ut — gtuux - gtuT’I‘ - guuuxut - 2£uutmux
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4. Betrachte die eindimensionale Transformationsgruppe 7 = (T¢).c Izu) auf J% = R? x R. Sei
(Z,510) = (%, U, g, ,. .., Up,) € J" und f(x) : U(Z) = R mit f(Z) = @, V() = (Gay, .- Ua,)-
Schreibe Te(z,u) = (Xc(x,u), Uc(x,u)). Dann geht fiir kleine € die Funktion f(z), z € V(z) C U(2),
unter T, iiber in die Funktion f¢(z¢) = (U o [Id x f]) o (X, o [Id x f])~!(z€). Nach Definition ist

d

S, 318) = (@ FE), VI @ |emo = A 0) X 1V @y

und nach Anwendung von Ketten- und Produktregel (J bezeichne die Jacobi-Matrix)

%fo(jf)k:o = % (J(U: o [ld x f)(&) - (J(X. 0 [1d x f)"1(@),_,
- % (J(Ue o [Id x f1)(Z)) |e=o0 - (J(Xo o [Id x f])7!(z)

(U o 10 % f)(E) - (J(Xo o [1d x f1)7H(@) eco

= L U X Y@ o~ V1) - (X0 1d x f)(E) lemo

ic ac
= JCE (U o 1 X ) @)emo) — VI @) - TE(Xeo [ld % 1)(@)]eco)
d

= (D2, ¢(@, f(T)) = > 2y Do &i(Z, F(T))),y 4

=1

wobei benutzt wurde, dass .J(Xg o [Id x f]))™*(z) die Einheitsmatrix ist und fiir jede invertierbare
d d

Matrix M (e) gilt d—M_l(e)|€:0 =-MY0)- d—M(e)\ezoM_l(O). Ferner hat man
€ €

d d d
=1

=1 =1



