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1. Sei 29 € RY, wy € R und f = (f1,...,fq) : U(zo) — R mit f(zo) = uo, (Te)eerry 4o
einparametrische Transformationsgruppe auf J° ~ R¢ x R!. Schreibe T, =: (Xe,Ue). Dann gilt

eine

Ue(z, f(x)) = (Ueo [Id x f])(z) und X.(z,f(z)) = (Xco[ld x f])(z) fir alle x € U(xp).

Ferner ist Xo(z, f(z)) = (Xoo[Idx f])(x) = x und daher det J(Xo(z, f(x))) = 1. Auf Grund der ste-
tigen Abhéngigkeit von det J(X(z, f(x))) beziiglich € existiert §' > 0, so dass det J(X(z, f(z))) #
0 fiir alle § < ¢’. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen ist (X o [Id x f]), § < &', invertierbar auf
einer offenen Umgebung Vs (z0), und man erhilt f0(z%) = (Us o [Id x f]) o (X5 o [Id x f])~*(z®).

. Sei zg € RY, uy € R und f = (f1,- s fa) + U(zg) — R! mit f(xo) = ug, (T¢)
einparametrische Transformationsgruppe auf J° ~ R¢ x R'.
Schreibe T, =: (X, U.) = (X},..., X3, UL, ..., UY.

(71Te)(xo, 41 f(x0)) besteht neben den Komponenten von z{ und f¢(z{) aus den Eintrigen

€€l(u j(zy EME

j=1,...,dund i=1,...,l, d.h. mit Aufgabe 1 aus den Eintrigen der Matrix

J((Us o [1d x f]) o (X5 0 [id x )~ (2%)) = J(Ue(wo, f(20))) - I~ (Xe(20. f(20))), (1)

i
wobei die Komponenten der ersten Matrix auf der rechten Seite von der Form a—e(xo, f(xo)) +
Ty

Z g? xo, f ))%(mo) sind, also nur von g, f(zo) und den Ableitungen erster Ordnung von
m j

f an der Stelle 2y abhéngen, und genauso die Komponenten der zweiten Matrix.

Es hénge nun j;7T, nur von g, f(zg) und den Ableitungen der Ordnung < k von f an der Stelle
zo ab.

Fasse ji [ =: f als Abbildung von U(xo) nach R auf und gemél Induktionsvoraussetzung j, T =:
T, als Transformationsgruppe auf JO := J*. Dann héngt j,7T.(xo, j1 f(xo)) nur von den Ableitungen
< 1 von f an der Stelle zg ab, also von den Ableitungen < k+ 1 von f an der Stelle zp. Da sich
jede Komponente von (jr+17¢)(zo, f(z0)) auch in (j17¢)(xo, f (x0)) wiederfindet, ist die Behauptung
bewiesen.

. Aus (1) folgt sofort
(j1T9)(x, 1, uy) = (z cos@ — usind, zsind + ucosb, (sinf + u, cos f)(cos @ — u, sinf) 1)),
also I = (—|arccot uy|, |]arccot u,|), und nach Ableiten beziiglich § an der Stelle § =0

(11 A) (2, u,up) = (—u, z, 14+ u?).
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4. Seiv =7—+¢ 2 + (ba— ein Vektorfeld auf J°. v erzeugt genau dann eine Symmetriegruppe,
Yy z u

wenn (jQV?(um. + uyy) = @YY + ¢*° = 0 gilt, wann immer uyy = —uy,. Man erhélt
L(1):  ¢uz = —dyy, 2. (uz) : 2000 — Eux = Eyys 3. (uy) : —Tazr = —2¢yu + Tyy,
4 (up): Guu—280u =0, 5.(ul): 0= —¢uy+ 27y, 6. (uzty) i —2Tuz = 280y,
7. (ud) —&uu =0, 8. (“3) 0= Tuu, 9. (uZuy):  —Tuuw =0,

10. (ugul) &y =0, 11 (Ugg) © u — 280 = Gy — 27y, 120 (ugy) 1 —27, = 26,

13 (ugtizy) © =38 = =&y 14. (Uyugy) Ty = —3Tu,

15. (ugUyy) —27, =0, 16. (UyUzy) —2¢, =

Aus 15. oder 14. bzw. 16. oder 13. folgt, dass 7(y, z) bzw. {(y, x) nicht von u abhéngen.

6., 7., 8., 9. und 10. geben keine weiteren Informationen.

4. und 5. werden zu ¢y, = 0, was bedeutet ¢ = b(y, x)u + a(y, ).

11. ergibt &, = 7, und 12. —7, = &, woraus folgt {xx = Ty = —&yy und 7y = &y = —Tpg, d.h. &
und 7 miissen die Laplace-Gleichung erfiillen.

2. verwandelt sich damit in 0 = ¢y, = by und 3. in 0 = ¢, = by, weshalb b eine Konstante ist.
Aus 1. erhélt man noch, dass a(y, z) eine beliebige Losung der Laplace-Gleichung ist.

7.B. liefert die Wahl 7 bzw. £ konstant Translationen, die Wahl 7 = y und ¢ = x Streckungen und

die Wahl 7 = —z und & = y Drehungen, wéihrend die Vektorfelder (u+ a(y, x))0, die Linearitét der
Laplace-Gleichung widerspiegeln.



