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Übungen Elementare Differentialgeometrie: Blatt 6

23. Seien u 6= v ∈ S2 und c : [a, b] → S2 eine reguläre injektive glatt parametrisierte Kurve mit
c(a) = u, c(b) = v. Sei E die eindeutige Ebene durch u, v und den Ursprung. Dann ist S := E ∩ S2

ein Kreisbogen, der durch u und v zweigeteilt wird. Sei S0 der kürzere Teil dieses Kreisbogens. Wir
wollen zeigen, dass die Länge von c größer ist als die Länge von S0.
(a) Begründen Sie, warum ohne Beschränkung der Allgemeinheit E = {x ∈ R3 | x2 = 0}, sowie

u1, v1 ≥ 0 angenommen werden kann. Hinweis: Verwenden Sie eine euklidische Bewegung.
Im Folgenden können Sie annehmen, dass glatte Funktionen ϕ, θ : [a, b] → R existieren sodass
c(t) = (sin θ(t) cosϕ(t), sin θ(t) sinϕ(t), cos θ(t))T für alle t ∈ [a, b].
(b) Zeigen Sie, dass c̄(t) = (sin θ(t), 0, cos θ(t))T einen Teil von S beschreibt.

(c) Zeigen Sie |ċ(t)|2 ≥
∣∣ ˙̄c(t)

∣∣2 für alle t ∈ [a, b] und folgern Sie L(c) ≥ L(c̄).
(d) Überzeugen Sie sich, dass die Länge von S0 durch |θ(b)− θ(a)| gegeben ist. Zeigen Sie, dass

L(c) ≥ |θ(b)− θ(a)| gilt mit Gleichheit, genau dann, wenn c eine injektive Parametrisierung
von S0 ist.

24.? Sei c : R → R3 eine periodische, reguläre glatt parametrisierte Kurve mit minimaler Periode L, (10)
e ∈ S2. Wie in Definition 1.41 sei

µ(c, e) = #{lokale Maxima in [0, L) der Funktion t 7→ 〈c(t), e〉} ∈ N ∪ {∞}.

Zeigen Sie µ(c, e) = µ(c,−e).

25.? Betrachten Sie die Abbildung G : S2\{(0, 0, 1)T } → R2, definiert durch (10)

G(p1, p2, p3) :=
( p1

1−p3
p2

1−p3
.

)
Zeigen Sie, dass G bijektiv ist und berechnen Sie F = G−1. Des weiteren zeige man, dass F konform
ist, d.h. ∣∣∣∣ ∂F∂u1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∂F∂u2

∣∣∣∣ , 〈
∂F

∂u1
,
∂F

∂u2

〉
= 0.
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