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Ubungen zur Funktionalanalysis Blatt 12
1. Fiir welche p > 1 ist die Funktion f(z) = 22 sin L in W12(0,1)? (2)

2. Es sei H ein reeller Hilbertraum und B : H x H — R bilinear. Wir haben bereits gesehen, dass
dquivalent sind:
(a) B ist stetig
(b) B ist partiell stetig
() 3M >0:Vx,y € H:[B(z,y)| < M |||yl

Zeige:

(i) Ist B stetig, so gibt es ein T' € L(H) mit B(x,y) = (Tz,y) fiir alle z,y € H. (2)

(i) Gibt es zusétzlich ein m > 0 mit B(z,z) > m||z|]® fiir alle z € H, so ist T invertierbar mit (3)
1774 < %

(iii) Ist B stetig und erfiillt die Voraussetzung von (ii), und ist f € H’, so existiert ein eindeutiges (1)
x € H mit f(y) = B(z,y) fir alle y € H.

3. Essei O C R" offen und beschréinkt mit glattem Rand. Wir betrachten fiir A > 0 und f € L?(Q2)

das Problem

() —Au+Au=f in €,
uw=0 auf 9.

Wir nennen eine Funktion u € Wy>(2) eine schwache Lsung dieses Problems, falls gilt:
/ Vu-Vodz + /\/ wvdx = / fvdx fir alle v € Wol’Z(Q).
Q Q Q

(i) Zeige: Ist u € CZ(Q)HC(Q)OWOI’Q(Q) eine Losung von (), so ist u auch eine schwache Losung.  (3)
(i) Zeige: Fiir alle f € L?(Q) existiert eine eindeutige schwache Losung u € W, %(€2). (2)

4. Es sei X ein normierter Raum und U C X ein Untervektorraum von X. Bekanntlich bilden
die Aquivalenzklassen [z] := 2 4+ U mit den Operationen [z] 4+ [y] = [z + y], a[z] = [az] den
Quotientenraum X/u. Zeige:

(i) ||[=]]| := dist(x,U) definiert eine Halbnorm auf X/u. (2)
(ii) Ist U abgeschlossen, so ist || - || eine Norm auf X/u. (1)
(iii) Ist X vollsténdig und U abgeschlossen, so ist X/u ein Banachraum. (2)

Hinweis: Ist ([z,]) eine Cauchyfolge in X/U, so finde zunéchst eine Teilfolge mit H[znkH] — [zn,]]] <27,
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