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18 Punkte

Übungen zur Funktionalanalysis Blatt 12

1. Für welche p ≥ 1 ist die Funktion f(x) = x
3
2 sin 1

x in W 1,p(0, 1)? (2)

2. Es sei H ein reeller Hilbertraum und B : H ×H → R bilinear. Wir haben bereits gesehen, dass
äquivalent sind:

(a) B ist stetig

(b) B ist partiell stetig

(c) ∃M ≥ 0 : ∀x, y ∈ H : |B(x, y)| ≤M ||x|| ||y||.

Zeige:

(i) Ist B stetig, so gibt es ein T ∈ L(H) mit B(x, y) = 〈Tx, y〉 für alle x, y ∈ H. (2)

(ii) Gibt es zusätzlich ein m > 0 mit B(x, x) ≥ m ||x||2 für alle x ∈ H, so ist T invertierbar mit (3)∣∣∣∣T−1
∣∣∣∣ ≤ 1

m .

(iii) Ist B stetig und erfüllt die Voraussetzung von (ii), und ist f ∈ H ′, so existiert ein eindeutiges (1)

x ∈ H mit f(y) = B(x, y) für alle y ∈ H.

3. Es sei Ω ⊂ Rn offen und beschränkt mit glattem Rand. Wir betrachten für λ ≥ 0 und f ∈ L2(Ω)
das Problem

(∗)

{
−∆u+ λu = f in Ω,

u = 0 auf ∂Ω.

Wir nennen eine Funktion u ∈W 1,2
0 (Ω) eine schwache Lösung dieses Problems, falls gilt:∫

Ω

∇u · ∇v dx+ λ

∫
Ω

uv dx =

∫
Ω

fv dx für alle v ∈W 1,2
0 (Ω).

(i) Zeige: Ist u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄)∩W 1,2
0 (Ω) eine Lösung von (∗), so ist u auch eine schwache Lösung. (3)

(ii) Zeige: Für alle f ∈ L2(Ω) existiert eine eindeutige schwache Lösung u ∈W 1,2
0 (Ω). (2)

4. Es sei X ein normierter Raum und U ⊂ X ein Untervektorraum von X. Bekanntlich bilden
die Äquivalenzklassen [x] := x + U mit den Operationen [x] + [y] = [x + y], α[x] = [αx] den
Quotientenraum X/U. Zeige:

(i) ||[x]|| := dist(x, U) definiert eine Halbnorm auf X/U. (2)

(ii) Ist U abgeschlossen, so ist || · || eine Norm auf X/U. (1)

(iii) Ist X vollständig und U abgeschlossen, so ist X/U ein Banachraum. (2)

Hinweis: Ist ([xn]) eine Cauchyfolge in X/U, so finde zunächst eine Teilfolge mit
∣∣∣∣[xnk+1 ] − [xnk ]

∣∣∣∣ ≤ 2−k.
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