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20 Punkte

Übungen zur Funktionalanalysis Blatt 14

1. Es sei k ∈ C([0, 1]2), X := C([0, 1]) und T : X → X definiert durch (2)

(Tf)(t) =

∫ 1

0

k(t, s)f(s) ds.

Zeige, dass T ein kompakter Operator ist.

2. Es sei (X, d) ein metrischer Raum, (xn) eine Folge in X, x ∈ X. Zeige: (2)

xn → x genau dann, wenn jede Teilfolge von xn eine Teilfolge besitzt, welche gegen x konvergiert.

3. Es seien X,Y Banachräume.

(i) Zeige, dass für T ∈ K(X,Y ) gilt: Ist (xn) eine Folge in X mit xn ⇀ x, so folgt Txn → Tx. (3)

(ii) Es sei X reflexiv und T : X → Y linear mit Txn → Tx für alle Folgen (xn) ⊂ X mit xn ⇀ x. (2)

Zeige, dass T kompakt ist.

4. Es seien X,Y Banachräume.

(i) Es sei T ∈ L(X,Y ) mit dimR(T ) <∞. Zeige: T ∈ K(X,Y ). (1)

(ii) Es sei H ein Hilbertraum und T ∈ L(X,H). Zeige, dass T kompakt ist genau dann, wenn (4)

eine Folge (Tn) ∈ L(X,H) existiert mit dimR(Tn) <∞ und Tn → T ∈ L(X,H).
Hinweis: Orthogonale Projektion.

5. Es sei λ = (λn)n∈N ∈ `∞(K). Definiere wie in Blatt 4, 1. die Abbildung Tλ ∈ L(`2) durch die
punktweise Multiplikation

Tλ : `2 → `2, x 7→ λx.

(i) Bestimme σp(Tλ) und σ(Tλ). (3)

(ii) Charakterisiere {M ⊂ K
∣∣∃ T ∈ L(`2) mit σ(T ) = M}. (3)

Information: Zum Bestehen der Vorleistung sind 115 Punkte hinreichend. Nächste Woche wird ein letztes Blatt heraus-

gegeben.
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