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Ubungen zur Funktionalanalysis Blatt 3
1. Es sei X ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K € {R, C} mit einer Norm || - |[|,.
(i) Essei (eq,...,e,) eine Basis von X. Definiere (2)
n n
Il X 2Rz =) aiei— Y |ai.
i=1 i=1
Zeige, dass || -||; eine Norm auf X ist und eine positive Konstante C' > 0 existiert
mit
l|lzll, < Clz||, fiir alle z € X.
(ii) Definiere f: K" — R, a0 = [|320 e (3)
n

(iii)

Zeige, dass f auf S := {a € K”‘ Z |aj| = 1} sein strikt positives Minimum an-
i=1
nimmt und verwende dies, um zu zeigen, dass gilt:

|||, > min f(a) ||x|]; fiir alle z € X.
a€cs
Folgere, dass alle Normen auf X &dquivalent sind, und X stets ein Banachraum ist. (2)

Es seien X und Y normierter Rdume, X endlichdimensional. Zeige, dass jede lineare (2)
Abbildung T : X — Y stetig ist.

Es sei Y := C%([0,1]; R) mit der Norm ||f||co := max |f(z)| und X := C([0,1;R) (3)

0<z<1
mit der Norm [[flle1 := [[fllco + || /'] |¢o-
Zeige, dass die Abbildung T': X — Y, f — Tf, definiert durch (Tf)(x) = f'(x) fiir
x € [0, 1] stetig ist und bestimme die Operatornorm von 7.

Es sei 1 < p < 0. Definiere (4)
L:t,— 0, (x1,22,23,...) — (22,23, 24,...)

und
R: Ep — €p7 (xl,a:g,a:g,...) — (0,1‘1,1‘2,...)

Zeige, dass R und L stetig sind und berechne ihre Normen.



3. Essei X :={f € C%[0,1;R)| f(0) = 0} mit der Norm || f||c0 := Jnax |f(z)]. Zeige:

(i) Y:={feX| fol f(z)dz = 0} ist ein abgeschlossener, echter Unterraum des Ba- (1)
nachraumes X.

/01 f(z)dx

dist(f,Y) = inf{[|f — glleo [g € Y}

(i) dist(f,Y) = , wobei der Abstand in X gemeint ist, also (2)

Hinweis: Verwende dazu die Folge hn(z) = (14 1) T

(iii) Der Abstand wird nie angenommen, also (1)

1 = glleo > dist(f,Y)

firallegeV, fe X\Y.

1
Hinweis: Priife zunichst, dass fiir alle h € X \ {0} gilt: ‘/ h(zx)dz| < ||h|co0-
0

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiighar:

http://www.uni-ulm.de/index.php?id=55049
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