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20 Punkte

Übungen zur Funktionalanalysis Blatt 3

1. Es sei X ein endlichdimensionaler Vektorraum über K ∈ {R,C} mit einer Norm || · ||0.

(i) Es sei (e1, . . . , en) eine Basis von X. Definiere (2)

|| · ||1 : X → R, x =

n∑
i=1

αiei 7→
n∑
i=1

|αi| .

Zeige, dass || · ||1 eine Norm auf X ist und eine positive Konstante C > 0 existiert
mit

||x||0 ≤ C ||x||1 für alle x ∈ X.

(ii) Definiere f : Kn → R, α 7→ ||
∑n

i=1 αiei||0. (3)

Zeige, dass f auf S := {α ∈ Kn
∣∣ n∑
i=1

|αi| = 1} sein strikt positives Minimum an-

nimmt und verwende dies, um zu zeigen, dass gilt:

||x||0 ≥ min
α∈S

f(α) ||x||1 für alle x ∈ X.

(iii) Folgere, dass alle Normen auf X äquivalent sind, und X stets ein Banachraum ist. (2)

2. (i) Es seien X und Y normierter Räume, X endlichdimensional. Zeige, dass jede lineare (2)

Abbildung T : X → Y stetig ist.

(ii) Es sei Y := C0([0, 1];R) mit der Norm ||f ||C0 := max
0≤x≤1

|f(x)| und X := C1([0, 1];R) (3)

mit der Norm ||f ||C1 := ||f ||C0 + ||f ′||C0 .
Zeige, dass die Abbildung T : X → Y, f 7→ Tf , definiert durch (Tf)(x) = f ′(x) für
x ∈ [0, 1] stetig ist und bestimme die Operatornorm von T .

(iii) Es sei 1 ≤ p ≤ ∞. Definiere (4)

L : `p → `p, (x1, x2, x3, . . .) 7→ (x2, x3, x4, . . .)

und
R : `p → `p, (x1, x2, x3, . . .) 7→ (0, x1, x2, . . .)

Zeige, dass R und L stetig sind und berechne ihre Normen.



3. Es sei X := {f ∈ C0([0, 1];R)
∣∣ f(0) = 0} mit der Norm ||f ||C0 := max

0≤x≤1
|f(x)|. Zeige:

(i) Y := {f ∈ X
∣∣ ∫ 1

0 f(x) dx = 0} ist ein abgeschlossener, echter Unterraum des Ba- (1)

nachraumes X.

(ii) dist(f, Y ) =

∣∣∣∣∫ 1

0
f(x) dx

∣∣∣∣, wobei der Abstand in X gemeint ist, also (2)

dist(f, Y ) = inf{||f − g||C0
∣∣ g ∈ Y }.

Hinweis: Verwende dazu die Folge hn(x) =
(
1 + 1

n

)
x

1
n .

(iii) Der Abstand wird nie angenommen, also (1)

||f − g||C0 > dist(f, Y )

für alle g ∈ Y , f ∈ X \ Y .

Hinweis: Prüfe zunächst, dass für alle h ∈ X \ {0} gilt:

∣∣∣∣∫ 1

0

h(x) dx

∣∣∣∣ < ||h||C0 .
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