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Ubungen zur Vorlesung Riemannsche Geometrie Blatt II

1. Zwei Karten (U, ), (V,1) einer glatten Mannigfaltigkeit M heiflen orientierbar ver-
traglich, falls fiir alle p € U NV gilt: die Ableitung des Differentials des Kartenwechsels
Yo liUNV) —(UNV) am Punkt o(p) ist positiv, d.h.

det (1o ™) () > 0.

Die Mannigfaltigkeit M heifit orientierbar, falls es einen Atlas gibt, dessen Karten alle
orientierbar vertréglich sind.

(i) Finde eine Mannigfaltigkeit M und drei Karten auf M, so dass zwei davon orien-
tierbar vertraglich sind, zwei andere jedoch nicht.

(ii) Zeige, dass das Tangentialbiindel einer glatten Mannigfaltigkeit stets orientierbar
ist.

2. Seien M, N glatte Mannigfaltigkeiten, F': M — N glatt, p € M, (U, ¢) eine Karte in p
fiir M und (V, ) eine Karte in F(p) fiir N. Zeige, dass fiir alle i gilt:

) " 9Fi 9
de(axi>_ ®) 5=
p

o 05 0y Ry
wobei F' =)o Fop ! und p = ¢(p) sind.

3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, p € M. Es sei K, die Menge aller glatten Abbildungen
v : I — M, wobei I ein offenes Intervall ist, 0 in I liegt und ~v(0) = p gilt.
Zwei solcher Kurven 71,72 € K, heien dquivalent, falls gilt: (f o~1)'(0) = (f ov2)'(0) fiir
alle glatten reellwertigen Funktionen f, welche auf einer Umgebung von p definiert sind.

(i) Zeige: Fiir v € K, ist 4/(0) eine Differentiation in p, also 7/(0) € T, M, wobei wir
definieren:
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(ii) Sei G,M die Menge der Aquivalenzklassen von K,. Zeige, dass ¥: G,M — T,M,
definiert durch ¥[y] := +/(0) wohldefiniert und bijektiv ist.

4. Es sei F: M — N eine Immersion einer glatten Mannigfaltigkeit M™ in eine glatte
Mannigfaltigkeit N™. Zeige, dass F' lokal eine Einbettung ist, also dass fiir jedes p € M
eine Umgebung U C M von p existiert, so dass F|; : U — N eine Einbettung ist.

— bitte wenden —



Eine Teilmenge S C M einer Mannigfaltigkeit M heifit Untermannigfaltigkeit, falls S das
Bild einer Einbettung F': N — F(N) =S C M ist.

Mit Hilfe des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen lésst sich zeigen, dass jede regulidre Ni-
veaumenge einer glatten Funktion eine Untermannigfaltigkeit ist, deren Kodimension der Di-
mension des Bildes der Funktion entspricht. Dabei heifit eine Niveaumenge F~!({q}) regulir,
falls dF,: T,N — T, M surjektiv ist fiir alle p € F~1({q}).

5. Uberpriife, ob folgende Teilmengen Untermannigfaltigkeiten sind.
(i) S={{*—t*) eR?|te(-1,1)}
(ii) S = {(sin(2t),sin(t)) } te (—m,m}.
(ili) Se={(z,y) e R*|2®+ay+y* =c} fir c€ R.
6. Essei U C R” offen und f: U — RF eine glatte Funktion.

(i) Zeige, dass der Graph

graph(f) = {(z, f(x)) |z € U} C R*"*

von F' eine eingebettete Mannigfaltigkeit der Dimension 7 ist.

(ii) Berechne die Riemannsche Metrik auf U beziiglich den Standardkoordinaten, welche
sich durch Zuriickziehen der Standardmetrik im R"** durch die Immersion

F:U =R 2 (z, f(z))

ergibt.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiighar:
http://wuw.uni-ulm.de/762670
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