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20+7∗ Punkte

Übungen zur Vorlesung Analysis III Blatt 01

1. (a) Zeige: Das uneigentliche Integral

∫
R

e−x
2

dx existiert und es gilt (2∗)

∫
R

e−x
2

dx =
√
π.

Hinweis: Bestimme

(∫
R

e−x2

dx

)
·
(∫

R

e−y2

dy

)
mit Hilfe der Polarkoordinatentransfor-

mation, welche ohne Beweis für die unbeschränkte Menge R2 verwendet werden darf.

(b) Es sei A ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit. Zeige: (4)∫
Rn

e−x
TAx dx =

√
πn

λ1 · λ2 · · ·λn
,

wobei λ1, . . . , λn > 0 die Eigenwerte von A bezeichnen.
Hinweis: Hauptachsentransformation und Substitutionsregel, welche wieder ohne Begründung

auf Rn verwendet werden darf.

2. Es sei die Funktion Φ definiert durch (6)

Φ : R→ R, t 7→ Φ(t) :=

{
e−

1
t , t > 0

0, t ≤ 0.

Zeige: Φ ∈ C∞(R). Zeige außerdem, dass Φ nicht reell-analytisch ist, genauer: Die
Taylorreihe von Φ mit Entwicklungspunkt t = 0 stimmt in keiner Umgebung von
0 mit Φ überein.
Hinweis: Beweise mit vollständiger Induktion, dass sich die k-te Ableitung Φ(k) von Φ für t > 0

schreiben lässt als Φ(k)(t) = Pk

(
1
t

)
Φ(t) für ein Polynom Pk vom Grad 2k.

3. Für eine stetige Funktion f ∈ C(Rn) schreiben wir f ∈ C0(Rn), wenn f kompakten

Träger besitzt, also supp(f) = {x ∈ Rn
∣∣ f(x) 6= 0} ⊂ Rn beschränkt ist.

Für f, g ∈ C0(Rn) definieren wir die Faltung von f mit g durch

f ∗ g : Rn → R, x 7→ (f ∗ g)(x) :=

∫
Rn

f(x− y)g(y) dy.

Zeige:

(a) f ∗ g ist wohldefiniert und stetig. (1)

(b) f ∗ g = g ∗ f . (1)

(c) (f + g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h. (1)



(d) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). (2)

4. Es seien f ∈ Ck(Rn) und g ∈ Ck0 (Rn) für ein k ∈ N. Zeige für jeden Multiindex (4)

α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn mit |α| = α1 + . . .+ αn ≤ k:∫
Rn

Dαf(x)g(x) dx = (−1)|α|
∫
Rn

f(x)Dαg(x) dx.

Hinweis: Partielle Integration.

5. Es sei a = (a0, . . . , an−1) ∈ Rn und es sei x0 eine einfache reelle Nullstelle des
normierten Polynoms

Pa(x) := xn +
n−1∑
k=0

akx
k.

Zeige:

(a) Einfache Nullstellen von Polynomen hängen lokal stetig differenzierbar von (5∗)

den Koeffizienten ab, genauer:
Es gibt ein ε > 0 und eine eindeutige C1-Funktion ϕ : B(a, ε)→ R mit ϕ(a) =
x0, so dass für alle b = (b0, . . . , bn−1) ∈ Rn mit |ai − bi| < ε ∀i ∈ {0, . . . , n}
eine einfache Nullstelle x1 von Pb(x) = xn +

∑n−1
k=0 bkx

k gegeben ist durch
x1 = ϕ(b).
Hinweis: Hauptsatz über implizite Funktionen.

(b) Besitzt Pa n verschiedene reelle Nullstellen, so haben alle Polynome Pb genau (1)

n verschiedene reelle Nullstellen für b genügend nahe bei a.

Achtung: Die Lösungen bitte vor der Übung abgeben. Vergesst nicht, euch im Moodle für diese Veran-

staltung anzumelden.
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