Kapitel 2

Klassische Methoden

2.1 Funktionenriaume und Differenzierbarkeit
eines Funktionals

Wir prasentieren einige Funktionenrdume, die im Rest der Vorlesung benutzt
werden. Im Folgenden sei A C R™, n > 1, ein beschranktes Gebiet (offen und
zusammenhéingend).

Réaume stetig differenzierbarer Funktionen Fiir einen Multiindex o €
Np, a = (a1, a9, ..., q,), setzen wir

o =axftag? .ot fir v e R
Do (3> 1((9) 2( J )
8:1:1 8;1:2 axn
und |af == a4+ -+ .

Definition 2.1.1. Sei f : A — R. Der Trdger von f (Support auf Englisch)
ist der Abschluss der Menge {x € A: f(x) # 0}.
In Zeichen: Supp(f) ={z € D : f(z) # 0}.

Sei k € Ny. Dann

C(A) :={u:A— R: ustetig},
CF(A):={u:A—=R: D% € C(A)Va € NI mit |a| <k},
Ci(A) := {u € C*(A) : Supp(u) kompakt und in A enthalten},
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C=(A) = () C*(A).

k>1
Analog definiert man
C(A), C*¥(A) und C>™(A),

wobei u € C*(A) bedeute, dass u € C*(A) (genauer: uj4 € C¥(A)), und D*u
stetig auf A fortsetzt werden kann fiir alle || < k. Weiterhin sei

Ci(A) :=CF(A) und C°(A) :=C(A).

Diese Rdume mit geeigneter Norm sind Banachraume, d.h. vollstandig, oder
in anderen Worten, jede Cauchy-Folge konvergiert.

Satz 2.1.2. Es gilt:

1. Der Raum C(A) mit Norm

[ullco = llullec = sup [u(z)],
z€EA

st ein Banachraum.

2. Der Raum C'(A) mit Norm

" Ou
Juller =l + 32 |52
ist ein Banachraum.
3. Der Raum C*(A), k > 2, mit Norm
"L || Ou
lullos = llulloe + 31500

st ein Banachraum.

Beweis. Teil 1. folgt direkt, da die Supremumsnorm die Norm der gleichméafigen
Konvergenz ist und gleichméBige Limiten stetiger Funktionen stetig sind. Die
anderen folgen analog und werden in der ersten Ubung diskutiert. O]



Der Raum L?(A) Wir betrachten folgenden Raum
L*(A) := {u: A — R : u messbar und /A lu(z)|*dr < oo},

wobei u,v € L?*(A) identifiziert werden falls u = v fast iiberall in A. Somit

ist folgender Ausdruck
3
il = ( [ 1@ o)

eine Norm auf L?(A). Die Norm || - ||5 ist durch ein Skalarprodukt gegeben:

(f,9)2 I:/Af(x)@ dux .

Man hat
1 fll2 = /(£ o

Wir geben einige Resultate (ohne Beweise) aus der Mafitheorie/ Funktio-
nalanalysis.

Lemma 2.1.3. ([B, Thm. 4.6, 4.7] und [R, Thm. 3.8, 3.9]) Fiir f,g € L*(A)
qgilt:

i f+alle < |Ifll2 + |lgll2 (Minkowski - Ungleichung);
i. [4|f(x)g(x)| dz <||fll2|lgll2 (Cauchy - Schwarz Ungleichung).
Satz 2.1.4. (/B, Thm. 4.8] und [R, Thm. 3.11]) Der Raum (L*(A),|| - |]2)

ist ein Banachraum.
Satz 2.1.5. (/B, Cor. 4.23] und [R, Thm. 5.14]) Sei f € L*(A). Es gilt:
fiir alle € > 0 existiert g € Cg°(A) mit ||f —gll2 < e.

Analog definiert man L?(A; R™).



2.2 Die erste Variation
Nun wollen wir ein Funktional
J:V—R

differenzieren, wobei V' eine offene Teilmenge eines Banachraums X ist.

Differenzierbarkeit eines Funktionals

Definition 2.2.1. Das Funktional J : V — R heisst Fréchet-differenzi-
erbar in u € V, wenn es eine stetige lineare Abbildung A : X — R g¢ibt so
dass

L ) = T — Agl

lell x—0 ”SOHX

0.

Der lineare Operator A ist die Fréchet-Ableitung von J in u und oft be-
zeichnet mit J'(u).

Bemerkung 2.2.2. Diese ist natirlich Verallgemeinerung der Konzept der
Totaleableitung.

Zu restriktiv!

Die erste Variation In Variationsrechnung arbeitet man mit der Verall-
gemeinerung der Konzept der partielle Ableitung.

Definition 2.2.3. Sei u € V fest. Da V offen ist, existiert fiir beliebige
peX eind>0sodassu+te eV fir|t| <o und somit ist die Abbildung

(=6,0) ot J(u+ ty) wohldefiniert.

Falls diese Abbildung in t = 0 differenzierbar ist, dann heisst

dJ(u)(yp) = jtJ(u + tp)

=0
die erste Variation von J an der Stelle u in Richtung ¢.
Bemerkung 2.2.4. 1. Falls J Frechet-Differenzierbar in u ist, dann gilt
0.J(u)(p) = J'(u) ().
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2. Die Fréchet-Ableitung eines Funktionals sowie deren Existenz hdngt
vom Definitionsbereich X des Funktionals ab. Die erste Variation ist
unabhdngig von der Topologie in X . In glatten Situationen stimmen sie
tiberein. Die erste Variation ist insbesonders wichtig wenn man nicht
in alle Richtungen variieren kann.

3. Die erste Variation wird auch Gateauz-Differential genannt. Es ist
nicht zu verwechseln mit die Gateauz-Ableitung.

Betrachte das Funktional
T(u) = /Q Flz, u(x), Du(z)) da ,

mit Q C R ein beschrinktes Gebiet, u : © — R™ mit u € C'(Q) und
F: VSR FeC\V), V=V xV,x Vymit V offen und Q C V; C R",
Vo x Va C R™ x R™”,

NOTATION: Wir schreiben F(z,z,p) so dass z € §, z € R™ und p €
R™™,

Da V offen ist, existiert fiir u so dass

{(z,u(z), Du(z)): x € Q} C V, (2.1)
und o : Q = R™ o € CY(), ein § > 0 so dass J(u + tp) wohldefiniert ist

fir alle |¢| < 6. Dann konnen wir rechnen

- Z/QF(x,u(:c)+tgo(:c),DU(x)+tDs0(w))dx

t=0 t=0

-, i 0-F (2, u(x), Du(x))¢'(v) dx

d
— t
dtJ(u+ ©)

+ /Q >3 0y Pl u(w), Du())dy! (), (2.2)
i=1j=1
wobei ¢? die i-te Komponente von ¢ ist. Diese ist die erste Variation von
J an der Stelle v in Richtung ¢. Diese Formel schreiben wir in kompakter
Form als

d
aJ(u—l—tgo)

. :/QDZF(x,u(x),Du(%))'SO(iU) dx

+ /Q D,F(z,u(x), Du(x)) - Do(x) dx .
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Falls u ein Minimum von J ist, dann gilt
dJ(u)(p) =0 fiir alle ¢.

Somit gilt

/QDZF(x, u(z), Du(x)) - p(z) dx

+ [ DyF (e, u(a), Du(e)) - De(r)de =0 Vo, (23

wobei, abhéngig vom Problem, dies gelten soll fiir alle ¢ € C*(Q) oder {¢ €
CHQ) : ¢lyg =0} oder p € C5°(R2). Diese ¢ heissen Testfunktionen.

Definition 2.2.5. Die Gleichung (2.3) wird die schwache Form der
FEuler-Lagrange Gleichung genannt und u schwaches Extremum.

Beispiel Die schwache Form der Fuler-Lagrange Gleichung fiir die Brachi-
stochrone. Fir x1,29 € R, 1 < x9, und w1,y > 0, betrachten wir das

Funktional
J(u) = /:2 \ Wda:,

V ={u e O [x1,2s]) : u(x1) = y1, u(xs) =y und u > 0 auf [21, 25} .

auf der Menge

Sei ¢ € C([z1,xs]) mit p(z1) = @(x3) = 0. Wegen der Stetigkeit existiert
d >0, so dass u + te € X fir alle [t| < . Dann ist J(u + t¢) wohldefiniert.
Wir konnen in jede solche Richtung ¢ variieren!

Hier ist m = n = 1 und die Funktion F(z, z, p) ist gegeben durch

1 2
F(z,z,p) = +p definiert auf R x R, x R,
und
11+ p? P
DZF(IE,Z,p) = _§ 3 ) DpF(ZE,Z,p) =
2 2(1+p?)
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Dann gilt

d
— t
dtj(u+ ©)

e 1L Wy x)d$
Al(WMMH%M@W 3 ()t )

Falls zusitzlich u € C*((x1,22)) kénnen wir einmal partiell integrieren und
da ¢ in x; und zo Null ist, erreichen wir

t=0

d
aJ(u—l—tgo)

t=0

_ (i vw 11+<<>>) 2 dr
Al(“(VM@G+ON®PQ+2 CEIH A

Falls u € C?((x1,22)) N C%([z1, x2]) ein Minimum ist, dann

w (A @) 1-1+W“”j ¥y dr =0
Al(@(¢wwu+ummm>+2 iyt )7 |

fiir alle ¢ € CV([21, 25]) mit p(z;) = @(xs) = 0.

Njw

FRAGE: Muss dann folgen, dass

=0 auf [z1,22]?

d u' () 11+ (W(2))?
< e
A\ Julo) 1+ @ (@)?)) 2 (u(@):
Bevor wir diese Frage beantworten, merken wir, dass das was wir in diesem
Beispiel gemacht haben wir auch allgemeiner machen kénnen. Dazu brauchen
wir den Gauflsche Integralsatz, siche Appendix A.1. Aus der schwachen Form
der Euler-Lagrange Gleichung (2.3) (siehe auch (2.2)), falls F' € C? u € C?

und  ein C'-glatt berandetes Gebiet konnen wir partiell integrieren (d.h.
den Gauflschen Integralssatz anwenden) und wir erreichen

/QDzF(a:,u(:L‘), Du(x)) - p(z) dx

" /dQ i Zn: Oy (2, u(x), Du(x))v'¢' () dS(z)

i=1j=1

~ [, E 20 (gt ue) ¢y e =0,

i=1j=1
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mit v : 90 — S"~! die duBere Normale auf 9. Falls ¢ = 0 auf 99, erreichen
wir

/QDZF(:L’,U(.%), Du(x)) - p(z) dx

-/ gjlaj (Dy, F(x, u(z), Du(x))) - p(a) dz = 0. (2.4)

Diese Gleichung wird Integralform der Euler-Lagrange Gleichung ge-
nannt.

Nun widmen wir uns der Antwort der Frage. Die Antwort ist: Ja und ist
eine Konsequenz des folgenden sehr wichtigen Resultats.

Satz 2.2.6 (Hauptlemma der Variationsrechnung). Sei f € L?(Q) mit

/ fx)n(x)dz =0 fir allen € C ().
Q
Dann ist f =0 fast diberall in €.

Diese Resultat gilt auch unter der schwicheren Annahme, dass f € L*(9),
siehe [B, Cor. 4.24].

Beweis. Falls f stetig: direkt!
Allgemeine Fall: Sei e > 0 beliebig. Da C5°(Q2) dicht in L?(£2) ist (siehe Satz
2.1.5), existiert ¢, € C§°(Q2) mit || f — 1.]|2 < €. Dann

11 = [ /() do

= /Qf(x) “(f(z) —e(x)) dz (nach Voraussetzung)
<\ fll2llf = el (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
<ellfll2-

Da e > 0 beliebig war, folgt || f||2 = 0 und hieraus folgt f = 0 fast tiberall in
Q. O

Aus Satz 2.2.6 und (2.4) folgt direkt folgendes Resultat:
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Satz 2.2.7. Sei F € C?(2 x R™ x R™) und definiere fiir u € C*(Q) das
Funktional
T(u) = / F(z,u(z), Du(z)) d .
0

Sei U C CY(Q) derart, dass fiir alle w € U und ¢ € CP(Q,R™) ein e > 0
ezistiert, so dass u+ty € U fir allet € (—¢,¢).

Wenn J : U — R ein globales Minimum in @ hat und @ € C?(Q), dann
erfiullt w das Euler-Lagrange Gleichungssystem

0.4 F (x.u(x), Du(x)) — 3. 0, <8P§F($,u(x), Du(m))) —0, (25

J=1

firi e {1,...,m} und x € Q.

Beweis. Seii € {1,...,m} und wéhle eine Test-Funktion ¢, so dass nur die
Komponente ¢’ nicht identisch Null ist. Die Behauptung folgt dann direkt
aus Satz 2.2.6. ]
Beispiele

1. Brachistochrone Die Euler-Lagrange Gleichung ist

d e 1y 1+ (W(2))?
dl‘<¢u<x><l . <)u'<x>>2>> T2 o)
2. Betrachte das Funktional
7w = [ (@) + @) u@)?) de,
mit ¢ : I — R, ¢ € C2([0,1]), definiert auf
X ={ueC0,1]) : u(0)=a und u(1) = b},

fiir a,b € R. In diesem Fall ist

=0 auf [z, z9].

F(z,2,p) =p* +c(r)z*> und F € C*([0,1] x R x R).

Falls u € C?(]0, 1]) ein globales Minimum von J ist, dann 16st u folgende
Gleichung

2¢(x)u(r) — CZ;(Qu'(a:)) =0 in [0,1],

u'(z) — e(x)u(x) = 0in [0,1].
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Es ist nun ganz natiirlich, sich die Frage zu stellen, ob jeder Minimierer
C?-glatt ist. Wir werden im néchsten Beispiel sehen, dass das nicht der Fall
ist.

Beispiel: Ein Minimierer, der nicht C?-glatt ist. Betrachte

Tw) = [ (u@)? (20 i (2)) do

-1
definiert fiir u € C'([—1,1]) mit u(—1) =0 und u(1) = 1.

Betrachte nun die Funktion

{ 0 furze[-1,0],

(@) = r? fir z € [0,1].

Dann gilt w € C*([-1,1]), u(—1) = 0, u(1) = 1, also J(u) = 0. Da J(u) >0
fir alle u, folgt dass
J(u) = inf J(u) .

Somit ist @ globales Minimum und Losung der schwachen Form der Euler-
Lagrange Gleichung. Allerdings gilt u ¢ C?((—1,1)). Man konnte auch zei-
gen, dass u der eindeutige Minimierer ist.

Im Allgemeinen ist das Infimum kein Minimum!
Beispiel: Ein Problem fiir welches das Infimum nicht C'-glatt ist. Betrachte

Iw = [ (@@ -1)ar,

definiert auf
U:={uecC'[-1,1]): u(-1) =u(1) = 0}.
Durch geeignete Wahl von Funktionen kann man zeigen, dass

inf J(u) =0.

uelU

Allerdings gilt fiir alle w € U: J(u) > 0. In der Tat, wére J(u) = 0 dann wére
|u/(x)| = 1 fiir alle z € [-1,1]. Da u € C'([—1,1]), miisste «/(z) = 1 oder
u'(x) = —1in [—1, 1] und die Randbedingungen koénnen nicht erfiillt werden.
Wir miissen eine groflere Klasse von Funktionen betrachten. Sei
Cgi([—1,1]) = {stiickweise stetige Funktionen von [—1,1] — R},

CE(-L1) ={ue C* 1 ([-1,1]) : ™ € C([-1,1])}
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und
Vi={ue C4([-1,1]): u(—1) =u(l) =0}.
Nun
inf J(u) = J(u),

ueV
wobei

(x) = r+1 firxe[-1,0],
| 1—2 firx e (0,1].
MORAL: Die Wahl der Klasse der zuldssigen Funktionen ist entscheidend.
Achtung: u ist nicht der einzige Minimierer! Zick-Zack Funktionen.

Klassische Beispiel: Rotationssymmetrische Minimalflichen

Wir haben in Paragraph 1.3.2 gesehen, dass der Flacheninhalt einer Rotati-
onsfliache erzeugt durch den Graphen einer positiven Funktion

u:[0,1] — (0,00)

gegeben ist durch

1
J(u) = / w(@)y/1+ (w(x))? de .
0
Wir wollen dieses Funktional minimieren auf der Menge
X, :={ue ' (0,1]): u(0) =u(l) =aund u > 0}.

Wir berechnen zuerst die erste Variation. Sei u € X, und ¢ € C§°([0, 1]).
Dann ist u 4+t € X, fir t klein genug und

§J(u)(p) = /01 o(x)y/1+ (W(x))?de + /01 U(z)% dx .

Falls v € C*(]0, 1]), dann

0J (u)(p) = /01 ( 1+ (w/(x))? — i(%)) o(x)dx.

Somit lautet die Euler-Lagrange Gleichung;:

o, d u(z)u'(x) B
L+ (v/(z))? - dx<1 n (u/(x))2> =0
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(e (' (x))? u(zu’(z) () (u'(z))u"(z)
14 (u/'(x))? — — = =
VD @ i @y 0+ w@p)!

(
/I 1 ()2 (w(2))? — (u'(z)) . u(w u//(x)Q . .

L+ (w(x)?  (1+ (W(2))?)
su(z)u’(r) =1+ (u'(z))?.

+

Aus dieser Gleichung bemerken wir gleich eine Eigenschaft der Losungen:
diese sind konvex! Koénnen wir diese Differentialgleichung 16sen? Dazu ist
folgendes Resultat niitzlich.

Satz 2.2.8. Sei I ein Intervall, F € C*(R x R™ x R™), u € C*(I;R™)
eine Losung der Euler-Lagrange Gleichung (2.5) und betrachte die Funktion
¢ :RxR™xR™ — R,

@(x,z,p) =p- (apF)(vaap> - F(l’,z,p).

Dann gilt

(B, () 1/ (2)] = (@), u(a), v (2).

Insbesondere, falls F = F(z,p) dann gilt
O (z,u(x),u (x)) = konstant.

Beweis. Die Behauptung folgt mit einer direkten Rechnung.

d
e
= L (@) (0w @), /(@) — Flaula) ()
= (2) - @), 0,) 1 () (0 ) (), o ()

— (0. F)(z,u,u") — (0. F)(z,u, u')u' (x) — (0, F)(x, u,u")u" ()
——e ng <(8pF)(x, u(x), u’(a;))) — (0. F)(z,u, u')]

— (0. F)(z,u, v ) ()
= — (0, F)(x,u,u)u(x),

[ (2, u(z), u'(z)]

wobei wir im letzte Schritt benutzt haben, dass u (2.5) 16st. O
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Fiir die Minimalflachengleichung gilt dann ®(z, u(z), v (x)) = konstant,
d.h.

(@) ul@) o @) = C
14 (u'(2))? i) |

& (u'(@)*u(r) — u(@)(1+ (/(2))*) = C\/1+ (uw/(x))>
s u(r) =—-Cy/1+ (W(x))? mit C <0,
d.h. u(z) =vy/1+ (¢/(z))? mit v > 0.

Die Funktion u(z) = 7 in [0,1] ist Losung, aber nicht Lésung der Euler-
Lagrange Gleichung. Somit, u #Z v und u > ~. Dann existiert eine Funktion

v(x) so dass
u(z) = 7 cosh(v(z)) .

Die Differentialgleichung fiir u transformiert sich in

~vcosh(v(z)) = 7\/1 + 72 (sinh(v(z)))?(v'(x))?
& 7*(cosh(v(2)))* =* + 7 (sinh(v()))*(v'(2))?
& 7(sinh(v(2)))* = (Smh( (2))*(v'(2))*
& 7(sinh(v(2)))*(1 = 7*(v'(2))?)

Da u(x) = 7 nicht Losung ist, existiert * € [0, 1] so dass v(z*) # 0. Dann
gilt in einer Umgebung von z*

/ 2 =2 le — l
(v'(2))" =77 = V(2) ig
@v(m):i;x%—xo.

Da cosh eine gerade Funktion ist, ist die allgemeine Losung

1
u(z) = 7 cosh <x + x0> :
gl

mit v > 0 und zy € R beliebig.
Die Losung soll aber den Randwerten geniigen: u(0) = u(l) = a. Wir
haben

1
u(0) = ~ycosh (zg) und u(1) = 7 cosh (7 + a:0> :
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Es soll gelten
1
cosh(zg) = cosh(zg + —).
Y

Das ist dquivalent zu

1 1
—To =Ty + —. D.h. rTo=— ——.
2y

Nun soll gelten
1 cosh (=
a = 7y cosh () , aquivalent zu 1(27) = 2.
2y 5
5

Abbildung 2.1: Graph der Funktions z %h(‘r)

In Abhéangigkeit von v gibt es entweder keine Losung oder eine eindeutige
Losung oder zwei Losungen. Eine Allgemeine Resultat in diese Richtung :

Meeks, White, Minimal surfaces bounded by convex curves in parallel planes,
Comm.Math.Helv. 66 (1991).
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2.3 Regularitit in Dimension 1

Hier arbeiten wir nur in Dimension 1. Deswegen schreiben wir I an Stelle
von §2. Hier ist I ein beschranktes nicht-leeres offenes Intervall.

In Satz 2.2.7 mussten wir annehmen dass u € C%*(I). Gibt es Annahmen
an J so dass aus v Minimum und u € C*(I) auch u € C*(I) folgt?
IDEE Regularitat soll aus der Minimierungseigenschaft folgen.

Lemma 2.3.1 (Zweites Hauptlemma der Variationsrechnung). Sei u € C/(1)
so dass

/u(a:)@/(x) dr =0 fir alle p € C5°(I).
I
Dann gilt uw = konstant in I.

Beweis. Sei I = (a,b). Falls u € C'(I) ist die Aussage klar.
Allgemeiner Fall: Betrachte y € C*(R) so dass

{ x(z)=0 fallsz < 55,

x(z)=1 fallsz> 3,

X'(z) >0 firalle x € R.

x(z) =

Sei ¢ € C§°(a,b) und definiere

T —a

o) = ["ols)ds (22 [ pls) ds.
Dann ¢(a) = 0 = ¢(b), Supp(¢)) C (a,b) und ¢ € C°(a,b).

Aus der Voraussetzung folgt
b
O:/ w(x)y' () dz
b 1 ,x—a, [°
= [uta) (o0 - 2= [ et as) o

a a

= [oo) () - 2 [ V= Duts)as) o

fir alle ¢ € C§°([a, b]). Das Hauptlemma der Variationsrechnung (Satz 2.2.6)
impliziert dann

1 b s—a
u(z) = b—a/a X(b_a)u(s) ds = konstant.
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Folgerung 2.3.2. Seiu € C(I;R™) so dass
/u(a:) @' (x)dx =0 fir alle ¢ € CF(I;R™) .
I

Dann existiert ein Vektor v € R™ so dass u=v in I gilt.

Bemerkung 2.3.3. FEine analoge Aussage gilt auch fir Funktionen mehrer
Variablen. Namlich: B
Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet. Sei u € C(2) so dass

/ u(m)ag(x) dr =0 fir alle ¢ € C3°(Q2) und i € {1,...,n}.
Q Z;

Dann gilt w = konstant in Q.

Das folgende Resultat gibt Bedingungen an die Funktion F', so dass
ein C'-Minimum sogar 2-mal stetig differenzierbar ist. Insbesondere ist sie
Losung der Euler-Lagrange Gleichung.

Satz 2.3.4. Seien I = (a,b) und F' € C*(I xRxR). Fiiru € C'(I) betrachte
das Funktional
J(u) = / F(z,u(z), o (z)) dz .
I

Sei U C CY(I) derart, dass es fir jedes uw € U und ¢ € C°(I) ein e > 0
existiert mit w +tp € U fir alle t € (—e,e). Wenn J : U — R ein globales
Minimum @ € C*(I) hat und 9, F(x, u(x),u (x)) # 0 fir alle x € [a,b], dann
gilt @ € C*(I).

Beweis. Da @ € C*(I) Minimum in [ ist, gilt

/ab ((0:F)(x, a(x), @' (x))p(x) + (B, F) (w, a(x), @' (z))¢ (z)) dw =0,

fir alle ¢ € C§°(Ja, b]). Da wir nicht wissen ob @ differenzierbar ist, konnen
wir nicht partiell integrieren. Wir konnen aber in die andere Richtung partiell
integrieren. Namlich

(0.F)(z,u(z),d (x)) = jx /j(@zF)(s,ﬂ(s),ﬂ'(s)) ds.

Somit erreichen wir
/ab (_ /a”f(aZF)(s,a(s), i'(s))ds + (8,,F)(x,a(x),@/(x))> o (x) dr =0,
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fiur alle ¢ € C§°([a,b]). Lemma 2.3.1 impliziert, dass eine Konstante ¢ € R
existiert so dass

— /:(GZF)(S,Q(S), @' (s))ds + (0,F)(z,a(x),d' () =c V€ [a,b].

Nun sei

alw) =+ [ (0F)(s,i(s),3(s)) ds
Aus der Definition folgt, dass ¢ € C*(I) und somit ist die Funktion
x> (0,F)(x,u(x), @ (z)) in C*(I).

Das reicht aber noch nicht!
Wir betrachten nun die Gleichung

(0,F) (@, a(x), @ (x)) - q(x) = 0. (2.6)

Sei zg € (a,b) beliebig und py := @'(x¢). Dann (xo, py) 16st (2.6).
Da (02F)(z,u(z),d (x)) # 0 fir alle 2 € [a,b] folgt, dass wir die Gleichung
implizit 16sen konnen in einer Umgebung von (xg, pg). Sei P(x) derart, dass
P(zy) = po und

(Op ) (2, u(z), P(2)) — q(x) = 0,
in einer Umgebung von zg. Dann gilt auch P € C'((zg—¢,z0+¢)) fiire > 0
klein genug und
(0-F)(x,0,0') — (05, F)(x, 4, P) — (02,F)(x,u, P)u' ()

Pz) = (02)F(w, 1, P)

(2.7)

Da P(z) die eindeutige Losung in einer Umgebung von xy von (2.6) ist und
@' (z) eine Losung ist, folgt erstens @/ (z) = P(z), dann @' € C*((xo—¢, xo+€)).
D.h. @ € C*((zo — &, 79 + €)) und da z beliebig, dass @ € C?(I).

Aus (2.7) mit P(x) = @/ () sehen wir, dass 4" gleichméBig stetig auf I ist
und somit eindeutig stetig fortsetzbar auf I. Die Behauptung folgt. O

Beispiel: Betrachte das Funktional

Jw) = [ T @)~ 1= fa)uta)) d,

mit f € C*([0,1]). Dann

F(x,z,p) = \/14+p* —1— f(z)z und (0, F)(z, z,p) = 5 #0.

(1+p?)
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Falls dann das Funktional ein globales Minimum in C*(I) besitzt, ist dieses
Minimum sicherlich zweimal stetig differenzierbar!

Bemerkung 2.3.5. Satz 2.3.4 ldsst sich auch anwenden auf das klassische
Beispiel von rotationssymmetrischen Minimalfidchen.
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2.4 Konvexitat

Definition 2.4.1. Se: X ein normierter Raum.

1. M C X heifst konvex, wenn fir jedes x,y € M und 6 € (0,1) gilt
O+ (1—0)y e M.

2. Sei M C X konvex. Die Funktion f : M — R heifit konvex (bzw.
strikt konvex), wenn fir jedes x,y € M, x #y, und 0 € (0,1) gilt

f0x+(1—0)y) <O0f(x)+(1—-0)f(y)
(baw. f(0z + (1= 0)y) < 0f(x) + (1 - 0)f(y)).-
Lemma 2.4.2. Sei f : R® — R eine differenzierbare Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent

1. f konvez;
2. fir alle z,y € R™ gilt f(y) > f(z)+ Df(2)(y — z);
3. fiir alle z,y € R gilt (Df(z) — Df(y),z —y) > 0;
4. Epi(f) = {(z,u) € R" x R|f(z) < u} ist konvex.
Beweis in der Ubung.

Bemerkung 2.4.3. 1. Die erste Aquivalenz kinnte auch ohne differen-
zierbarkeit gestellt werden.
f konver & fir alle yo € R" ezistiert p,, € R" so dass f(y) >

(o) + Pyo(y — o) fiir alle y € R™.

2. Falls f : X — R eine Norm auf einem Banachraum ist, ist die Aussage
dhnlich wie die Hahn-Banach Aussage.

Proposition 2.4.4. Sei X ein normierter Raum. Wenn C' C X konvex ist
und J : C'— R strikt konvex ist, dann hat J hochstens ein lokales Minimum

i C.

Beweis. Seien u, v lokale Minima in C' von J mit J(u) > J(v). Da C konvex,
gilt tu + (1 — t)v € C fiir alle t € [0, 1]. Da J strikt konvex:

J(tu+ (1 —t)) <tJ(u)+ (1 —1)J(v) < J(u) fir alle t € (0,1).

Widerspruch, da u lokales Minimum ist und tu 4 (1 — ¢)v beliebig nah an u
sein kann! 0
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FRAGE: Wann ist J konvex?
Der Raum C'(9) ist konvex.

Lemma 2.4.5. Sei F € C(Q x R x R"). Wenn
R xR" 3 (z,p) — F(x,z,p) (strikt) konvex ist,
fiir jedes x € Q, dann ist J : C1(Q) — R definiert durch
T(u) = /Q F(z,u(z), Du(z)) de

auch (strikt) konver.

<

Beweis. Seien u,v € C*(Q) und ¢ € (0,1), dann

J(tu+ (1 —t)v)

F(z,tu+ (1 —t)v,tDu+ (1 —t)Dv) dx
Q

<

~

Q

F(z,u,Du)dx+ (1 —1t) | F(x,v, Dv)dx
tJ(u)

+ (1 =t)J(v). '

Satz 2.4.6. Sei F' € C%(Q x R x R™) so dass
(z,p) = F(x,2,p) konver ist fiir jedes x € Q.

Sei
J(u) == /Q F(z,u(z), Du(z)) do

definiert auf C == {f € CY(Q) : fl,, = 0}.

1. Fallsw € C so ist, dass §J(u)(p) = 0 fir alle p € C, dann ist  ein
Minimum.

2. Falls (z,p) — F(x,2,p) strikt konvez ist fiir jedes x € Q, dann ist U
das eindeutige Minimum.

Beweis. Da F konvex und C? haben wir, dass fiir alle z € Q und fiir alle
(z,p) e Rx R"

F(z,2,p) > F(a:,u(a:),DU<w>>+< Egpgﬁ ZEQ %ii )( ;:UD(IT()@ ) ’



siche Lemma 2.4.2(2). Nun gilt fir u € C

Also J(u) > J(m) fir alle u € C. Die zweite Aussage folgt aus Proposition
2.4.4. [

Résumé Falls F' konvex ist, so ist eine Losung der Differentialgleichung ein
Minimierer. Das gilt aber nicht allgemein!

Beispiel: Betrachte
1 !
J(u) = / e~ W@ gy auf € = {u e C1([0,1]) : w(0) = u(1) = 0}.
0

Dann F(x,z,p) = e und die Euler-Lagrange Gleichung ist

d d 1))2
L oF N =0 e Loy ()@ —
(O, 0,0)) = 0 & (20 ()e ) = 0

& —2u/(z)e"™@)” = konstant .

Eine Losung ist @(x) = 0 und J (@) = f; ® do = 1. Wahrend J(u) < 1 fiir alle
u € C. Diese Losung ist kein lokales Minimum aber ein lokales Maximum!

Weiter gibt es keine Minimierer! Betrachte die Folge u,,(z) = n(z—3)?—2,
fur alle n € N. Dann u,, € C fiir alle n und

_1

1 1 n
J(up) = / e~ (2n@=2)" gy = 2—/ eV’ dy — 0 fiir n — 0o,
0 nJ—-n

so dass
1r€1£J(u) =0 aber J(u) > 0 fir alle u € C'.
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2.5 Innere Variation

Sei F: OxR™xR™ — R, 2 C R" ein glattes Gebiet, F € C1(QxR™ xR™")
und

T(u) = /Q F(z,u(z), Du()) dz
definiert in C1(92).

Die Erste Variation ist definiert als

= 0 fiir ¢ € C*(GR™).

t=0

d
— t
dtJ(qu ©)

Wir machen eine Variation im Bild.
u ’v

-

u+ty

Nun: Variation im Urbild!

glatter Diffeomorphismus / /—\

Uof

Definition 2.5.1. Sei A € C{°(Q;R™) ein Vektorfeld und 9 > 0. Betrachte
eine Abbildung

€:Q x (—ep,e0) — 0,

so dass
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1. e &(w,€) st glatt fiir alle x € Q;

2. &(-,e) : Q — Q ist ein Diffeomorphismus fiir alle || < o;

co

£(x,0) =z fiir alle v € Q;

4- % (1’75)’6:0 = ) fiir alle z € Q;
5.

E(z,e) =z fir alle x € 0Q und |e| < e.

Wir nennen {£(-,€)}ej<e, mit diesen Eigenschaften eine zuldssige Para-
metertransformation.

Bemerkung 2.5.2. Ein Beispiel fiir eine solche zuldssige Parametertrans-
formation ist

E(x,e) = x4+ eX(x) fir|e| < eo mit eq klein genug.

1., 8., 4. und 5. sind klar. Es bleibt 2. zu verifizieren. Diese ist die einzige
der Bedingungen, die die Kleinheit von ¢ braucht. Wir haben

€21, 8) = E(w2,€)| = |21 — wa| — [e][ A1) — Alx2)]
> |xy — zo| — |e|K|xy — xo| (mit K Lip. konst. von \)

1
> §|IL‘1 — $2| ,

falls |e| K < }. Aquivalent dazu |e| < 5k := &1. Daraus folgt dass D,&(T,€)
injektiv ist fir alle T € Q und somit ist D &(T, €) invertierbar fir alle T € €.
Aus dem Satz von der Inversen Funktion ergibt sich, dass £(-,€) ein C-
Diffeomorphismus fir alle |e| < &1 ist.

Da &(x,e) = x fir alle x nah genug am 0S), ezistiert e3 > 0 so dass

£(-,e) - Q — Q fiir alle |g] < &y .
Wihle €y := min{ey, eo}.

Definition 2.5.3. 1. Sei A € C3°(Q; R") ein Vektorfeld und {£(-,€)}iej<<,

eine zuldssige Parametertransformation mit

9 (x,¢€) = Az).

Oe —o
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Dann heift fir u € C*(Q),

0T (u)(N) = L I(uog(-2))

de o
innere Variation von J an der Stelle u in Richtung A.

2. Eine Funktion u € CY(Q) mit 0J(u)(A) = 0 fiir alle X € C°(;R™)
heifit innere Extremale von J.

Lemma 2.5.4. Sei u € C'(Q;R™) so dass
J(u) < J(uog(:e))

fir alle |e| klein genug und beliebige zuldssige Parametertransformationen
{€(-,€) Hej<eo - Dann ist w eine innere Extremale von J.

Beweis. Sei A € C°(Q; R™) und (-, €) die zuldssige Parametertransformation
assoziiert zu A und konstruiert wie in Bemerkung 2.5.2. Dann

d
0=—J(uok(-e)) =0aJ(u)(A).
de =0
Da X beliebig ist, folgt die Behauptung. O]

Lemma 2.5.5 (Analog zu schwache Form der Euler-Lagrange Gleichung).
Seiu € CHQ) und A € C°(Q,R™). Dann gilt

0J(w)(N) = [ (D.F)(y,uly). Duly))(~A(y)) dy
+ | 30Dy Py uly), Duly)) ' () ) dy
1,5,k
+ | F(y,uly), Duly))(~divA(y)) dy.

Beweis. Da D,(u o &)(x,e) = (Dyu)(é(x,€))Di&(x,e) (Dyu eine (m x n)-
Matrix, D,& eine (n x n)-Matrix) haben wir

J(uol(-e)) = /QF(% (wo&)(z,e), (Dyu)(§(z,€)) Dok, €)) dx .

Fiir € fest, sei n(z, €) := (£)7!(z,¢). Dann gilt mit der Transformationsformel

J(wol(-,e)) = | F(n(y,e), uly), (Dau)(y) Dt (n(y, €), )| det(Dn(y, )| dy -

o)
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Da &(z,e) = x + eA(x) + o(e), folgt n(y,e) =y —eA(y) + o(e) da

r=1y—ce\(r)+ o(e)
=y — My — eA(@) +o(e)) +o(e) =y — eAly) + ofe).

D.h. Dyn(y,e) = Id — eDA(y) + o(e). Insbesondere fiir € klein genug

| det(Dn(y,e))| = det(Dn(y, <))

und
in(y,e) ) = —\(y),
D D.)nme)e)| = LI+ DA, 2)) +ofe)
ge oSN €):€ ., 0 eDAM(Y,€)) +ole B
=DA(y),
D.&(n(y,0)) = D§(y) = Id
866 det(Dn(y,¢€)) ) = —div(A),

wo wir benutzt haben, dass fiir eine C*-Abbildung ¢ — A(¢) mit A(t) n x n-
Matrix mit A(0) = Id, gilt dass

L qet(A@)

= = Spul“(A,(t))lt:O ‘

t=0

Somit

dJ(u)(\) = ng(uoé(-,e))
d

=i
_ /Q (Do F)(y, uly), Du(y))(—A(y)) dy

+ /Q >~ (Dyi F)(y, uly), Duly))dha' ()9, () dy

1,5,k

e=0

| Fn(,2), ulw), (Daw) () Duk 0y, ), 2)) det(Du(y, 2)) dy

e=0

+ [ Fly.uly), Du(y))(~divA(y)) dy.
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Bemerkung 2.5.6. Die innere Variation und die erste Variation sind im
Allgemeinen verschieden! In der ersten Variation gibt es D, F', aber nicht in
der inneren Variation, wihrend in der inneren Variation es den Term (D, F)
gibt, der in der ersten Variation nicht prdasent ist.

Auch hier kann man mit mehr Regularitdtsannahmen eine lokale Glei-
chung bekommen.

Satz 2.5.7. Fulls D,F € C' undu € C*(Q), dann gilt fiir alle A € C§°(Q, R")
2.(w)(N)

[y {ié’ (D )y, w, Du))—(DZiF)(y,u,Du)]

Q53 |j=1

1=

> o' (y) A (y) dy.
Insbesondere, falls u € C?(Q) eine innere Extremale ist, dann

i [Z@ ( (D, F )y, u, Du)) - (DZiF)(y,u,Du)} ou'(y) =0,

i=1 | j=1
fir alle k € {1,...,n}. Diese Gleichung wird Noether Gleichung genannt.

Beweis. Mit partieller Integration, da A = 0 auf 99, haben wir
01(w)(N) = [ (D.F)(y,uly), Duly))(~A)) dy
-hZ 2 (D)) Dute)] 21 ()"0
-/ 3 (Dy P u(s). Dul) ) dy
+f Z (00, F) (. u(y). Duy) X (y)) dy
+ [, 00 F) o). D)o ()N ) dy

+ [ Za F(y. uly), Du(y)) @ ()N (4) dy

NN

32



—— [ > ax] )(y. u(y), Du(y))] O’ ()N (y) dy

1,5,k

+ J, S0F) o). D) )X ) -

Die zweite Aussage folgt aus dem Hauptlemma der Variationsrechnung. []

Korollar 2.5.8. Sei F' € C*(Q2 x R™ x R™) und u € C*(Q) Lésung der
FEuler-Lagrange Gleichung. Dann ist u ein innere Extremale.

Beweis. Da u Losung der Euler-Lagrange Gleichung, gilt mit Satz 2.2.7
Z ( (D, F )y, u, Du)) — (D,iF)(y,u, Du) =0, (2.8)

fir allei € {1,...,m}. O

Bemerkung 2.5.9. 1. Aus der Noether Gleichung folgt, dass das Fuler-
Lagrange Gleichungssystem 2.8 orthogonal zu Oy, . . ., Opn ist. Fallsn <
m und die Menge {z = u(z)|x € Q} lokal eine Mannigfaltigkeit ist,
dann beschreibt das Fuler-Lagrange Gleichungssystem ein Vektorfeld
orthogonal zur Tangentialebene! D.h. ein Normalenvektorfeld.

2. Im Allgemeinen: Schwache Extremale # innere Extremale. Man braucht
die C?-Regularitit.

Beispiel: Sei n = 1 und m = 2. Betrachte das Funktional

J(u) == /0 P (2) da

definiert auf C'([0,1] : R?) mit F: R? —» R, F € C'(R?), so dass eine stetige
nicht-konstante Kurve ¢ : [0, 1] — R? mit DF(c(t)) = 0 aber F(c(t)) # kon-
stant existiert. Die Existenz einer solche Funktion ist bewiesen von Whitney
A function non-constant on a connected set of critical points, Duke Math.J.
1 (1935).

Betrachte dann die Funktion

x) ::a+/0xc(t) dt
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mit a € R? beliebig. Dann u/(x) = ¢(z) fiir alle z und

1

3J()(¢) = [ ((DF)(e(a)), ¢ (x)) dz =0,

0

fir alle ¢ € C'([0,1]). Somit ist u schwaches Extremal. Ist u auch inneres
Extremal? Es gilt

07()(N) = [ (D) ()l )X () dy — [ F ()N (w) dy
= [ P )N dy.
Diese Integral ist nicht Null fur alle A € C§°([0, 1]), da F(c(t)) # konstant.

Beispiel: (Parameterunabhéngige Integrale) Hier sei n = 2 und m = 3.
Betrachte das Funktional

J(u) = A(u) = /Q |uy X uy|dzdy,

wobei |u, X u,| = \/|ugc|2|uy|2 — ((ug, uy))? = F(uy, uy,). Eine glatte regulére
(d.h. Rang von Du maximal) injektive Abbildung gibt eine lokale Parame-
trisierung einer Fliche {z = u(x,y) : u(x,y) € Q} und J(u) beschreibt den
Flacheninhalt. Insbesondere gilt

J(u) = J(uo o) fiir alle o : Q — Q glatter Diffeomorphismus.

Euler-Lagrange Gleichungssystem:

>, [(ap;-_F)(Du)} =0 fiir alle i € {1,2,3}.

Jj=1

Noether Gleichung:

s
—
<.
Il
—

3 |32 04, (D, F)(Du)) | 9, (y) = 0.

-
—
<.
Il
—
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D.h. der Vektor [S2., 0,,[(Dy: F)(Du)]|”
existiert eine Funktion f, so dass

) ist parallel zu u, X u,. D.h. es

1=

3
= f(Du, D*u)u, X u,,

[Z 0,,[(Dy F)(Du)]

J=1 i=1

und das Euler-Lagrange Gleichungssystem (3 Gleichungen) ist dquivalent zu
der Gleichung (einel!!)
f(Du, D*u) = 0.
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2.6 Variationsproblemen mit Nebenbedingun-
gen

Wir zeigen nun das Lagrange-Multiplikatoren Theorem fiir Variationspro-
bleme mit den sogenannten ‘Isoperimetrischen Nebenbedingungen’, d.h. wir
betrachten folgendes Problem.

Problem Finde lokale Extrema u € C1(Q; R™) von

J(u) = /Q F(z,u(z), Du()) dz

unter der Nebenbedingung
G(u) :== /QG(z,u(a:), Du(z)) dx = konstant,
unter folgenden Annahmen:
1. © C R™ ist ein beschranktes Gebiet;
2. F,G € C*(Q x R™ x R™™);

3. U ist eine Teilmenge von C*(Q;R™), so dass fiir alle u € U und fiir alle
© € CP(2;R™) ein € > 0 existiert, so dass

u+tp € U fir alle [t| < e.

Satz 2.6.1. Seiu € U und c € R, so dass G(u) = ¢ und ein 6 > 0 existiert,
so dass J(u) < J(v) gilt, fir allev € C'(Q;R™) mit [[u—v|| 1 qpmy < 0 und
G(v) = c. Weiterhin existiere ein ¢ € C°(Q;R™), so dass §G(u)(¢)) # 0.
Dann gibt es A € R, genannt Lagrange Multiplikator, so dass

§J(u)(@) + NG (u)(p) = 0 fiir alle p € C3°(Q;R™).
Falls u € C*(S;R™), dann gilt fir alle x € Q

0=D, [(DPF)(J;7U($)7 DU(ZL‘)) + )‘(DPG)(:L‘7 U(ZE), DU(ZE))]
— (D, F)(z,u(z), Du(x)) + A(D,G)(x,u(x), Du(z))] .
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Beweis. Aus den Annahmen und der Linearitdt von 6G(u)(-) folgt die Exis-
tenz von ¢ € C§°(Q2;R™) so dass dG(u)(¢) = 1. Fir ¢ € C§°(2;R™) be-
trachte

(e, 1) == J(u+ep + 1) und
D(e,t) :== Glu+ep+ 1) .

Dann gilt T'(0,0) = G(u) = ¢ und 9,I(0,0) = 6G(u)(¥)) = 1 # 0. Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen existiert ein ¢, > 0 und eine C?-Funktion
7(s), s € (—ep,€0), so dass

['(s,7(s)) = c fir alle s € (—eg,€0) und 7(0) = 0.
Die Ableitung von 7 in 0 ist gegeben durch

d

0.1'(0,0)
£T(S)

= —m = —0G(u)(¢p).

s=0
Wegen der Minimaleigenschaft von w gilt nun

®(0,0) < D(s,7(s)) fur alle s € (—eg, &0),
da I'(s,7(s)) = c fur alle s € (—eq, &p). Dann

d
0= £<I>(s,7'(s))

s=0

= 0.9(0,0) + 0,9(0, O)CZT(O)

= 0J(u)(p) + 0J (w) () (=G (u) ()

Mit A\ := —dJ(u)(v) folgt die erste Behauptung.
Die zweite Aussage folgt mit denselben Argumenten wie im Beweis von
Satz 2.2.7. O

Bemerkung 2.6.2. 1. Die Annahme “existiere ein ¢ € C°(Q;R™), so
dass 0G(u)(¢) # 07 versichert uns, dass es von u eine Richtung gibt,
langs welcher wir uns auf der Hoéhe ¢ bewegen konnen.

2. An Stelle von einer einzigen Bedingung kann man auch endlich viele
Bedingungen stellen.

37



3. Es gibt auch andere Nebenbedingungen (sieche Giaquinta, Hildebrandt,
Calculus of Variations 1):

(a) Holonome Nebenbedingungen: G(x,v(x)) = 0 fiir alle x € Q. Z.B.
lv(z)]? = 1 fiir alle v € Q, d.h. der Graph von u liegt in der
Nullniveaumenge einer Funktion G.

(b) Nicht holonome Nebenbedingungen: G(x,v(z),v'(x)) = 0 fir al-
le x € Q, d.h. die Variablen sollen einer Differentialgleichung
gentgen.

In diesen Fdllen sind die Lagrange-Multiplikatoren Funktionen.

Klassisches Beispiel: Die hingende Kette
Galileo, 1638: Welche Form nimmt eine Kette an, wenn man sie an ihren
Enden aufhangt?

Beschreiben wir die Kette durch den Graph einer Funktion. Dann ist die
Energie der Kette

J(u) :/abu(x) 1+ (w/(2))? da .

Um das Problem zu l6sen, suchen wir einen Minimierer in der Klasse

X :={ue C([a,b)) : (a,u(a)) = P, (b,u(b)) = Q und /ab V 1+ (z)?de = c},
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mit ¢ > [|P — Q||2. Hier ist

L) = [+ wpdr,

die Lange der Kurve.
Also

F(z,z,p) = 2/1 +p%, G(x,2,p) =+/1+p>und F,G € C*.

Erster Schritt: Zeige, dass ¢ € C§°([a, b]) existiert mit 0G(u)(¢)) # 0.
Es gilt fir ¢ € C§°([a, b))

G (u)(y) = /ab _w@yie) dx und falls v € C%([0, 1])

'(z)
1+ (u/(x))?

b d u'(z)
== — | — z) dx .
o dr ( 1+ <u'<x>>2) v
Angenommen, dass
6G(u)(¢) = 0 fiir alle ¥ € C3°([a, b)),

dann folgt aus Satz 2.2.6 (Hauptlemma der Variationsrechnung)

_ (@) = konstant =d € R,
14 (u! (x))?
= (W@)? =1+ W())

s (1-d)(W(2)? =1.

Diese Gleichung hat keine Losung in X, da ¢ > [|P — @Q||2 und somit keine
lineare Funktion in X enthalten ist.

Somit gibt es ¢ € C§°([a,b]) mit 6G(u)(y) # 0.
Zweiter Schritt: Existenz des Minimums.

Falls v Minimum, existiert A € R, so dass fur alle ¢ € C§°([a, b]; R)

6.J(u)(p) + A0G (u)(p) = 0.

Explizit geschrieben:

b /
dx+)\/ _v@Y) 4.

'(z)
14 (w/())? Y1+ (W(2))?

/ab [@(1’) 1+ (w/(r))* + u(x)w
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Falls u € C*([a, b)), gilt die Euler-Lagrange Gleichung

L+ (@) -

Es ist nun giinstig, die Funktion @(z) := u(z)+\ zu betrachten. Wir erreichen

dann
i (a)ii(x) ] 0
14 (@(x))?

Dies ist die Gleichung, die wir in dem Beispiel Rotationssymmetrische Mini-
malfliche gelost haben! Die allgemeine Losung ist

d

L+ @) - o

u(z) = acosh <2+6) + .

Die Parameter «, 8 und A kénnen durch die Randwerte und die Nebenbedin-
gung bestimmt werden.
Exemplarisch 16sen wir folgende Situation: P = (—1,r), Q = (1,r), ¢ = 3.
Aus u(—1) = u(1) folgt:

1 1 1 1
cosh(+ﬁ> :COSh<—+B> & —+pf=—(——+p)=pF=0.
a ! o o
Aus der Nebenbedingung folgt

1 1 T 1
3:/ J1+w(x)d :/ h()d —2 h()
2 + o/ (z)%dx ' cosh{ — ) dz = 2Zasinh { —

3 sinh(a™')

2 a1

Diese Gleichung hat eine eindeutige Losung o da % > 1 und die Funktion z —
sinh(x)/z streng monoton wachsend ist. Der Parameter A ist nun bestimmt
durch die Randbedingung

1
&cosh(_)—l—)\:r.
a
Man hat
_ x _ 1
A=r— ———7  und u(m)ZOéCOSh(_>+T—OéCOSh(_).
a

(67
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