Kapitel 3

Direkte Methoden

Sei X ein Banachraum und J : X — R ein Funktional. Sei (u,),en eine
Minimalfolge, d.h. so dass

Was hatten wir nun gerne?
1. Es existiert u € X und eine Teilfolge (uy, Jken s0 dass u,, — u;
2. J ist unterhalbstetig, d.h.

J(u) < liminf J(u,,).

k—o0

Um zu verstehen wann wir diesen Weg folgen kénnen, miissen wir zuerst
geeignete Banachrdume studieren.

3.1 L[P-Riume

Sei (2 C R" offen.
Definition 3.1.1. Seip € [1,00) U {o0o}.
1. LP(Q) == {u: Q@ — R (Lebesgue-)messbar und ||ul|, < oo} wobei

Jully = ( [ Ju()p dz)" firp e [1.00)
und ||ulloo = inf{a : |u(x)| < a fi. in Q}

= esssup{|u(z)| : x € Q} (wesentliche Supremum),
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und u = v in LP(§) genau dann, wenn u(x) = v(x) f.d. in Q.

2. LY () = {u : Q@ — R (Lebesgue-)messbar und v € LP(Q) fiir alle

loc

offene Mengen Q' mit V' C Q}.

Nun nennen wir einige Resultate, die niitzlich sein werden. Diese Resul-
tate werden in der Mafitheorie oder der Funktionalanalysis bewiesen.

Satz 3.1.2. Seip € [1,00). Dann gilt

1. (LP(), || - |lp) ist ein Banachraum, d.h. jede Cauchy-Folge ist konver-

gent;

. Hélder Ungleichung: Seien u € LP(Q) und v € LV (Q) mit Il) + z% =1.
Dann uv € LY(Q) und es gilt

[wolly < flullpllvlly -

. Falls 1 < p < o0 kann das Dualraum (LP(2))* = {¢ : LP(2) — R linear
und beschrinkty mit LP (Q) identifiziert werden. D.h. zu ¢ € (LP(Q))*
beliebig, gibt es genau ein u € LP (Q) so dass

o(f) = /Qu(:c)f(x) dx fir alle f € LP(Q).
. C§°(R2) st dicht in LP(Q) fir p € [1,00), d.h. zu jedem u € LP(Q2) gibt

es eine Folge (Um)men C C§°(2) mit ||um — ull, — 0 fiir m — oo.
(Falsch fiir p = oo!)

Bemerkung 3.1.3. Lineare Abbildungen auf unendlich-dimensionalen Rdumen

maissen nicht stetig sein. Deswegen fordern wir in der Definition des Dual-
raums, dass die linearen Abbildungen linear und beschrankt sind. Man kann
zeigen, dass fir lineare Funktionale, Stetigkeit zur Beschrdnktheit dquivalent

FRAGE: Beschriankte Folge impliziert konvergente Teilfolge? Kompaktheit?
Verschiedene Konvergenzbegriffe:

Definition 3.1.4. Seip € [1,00) und u € LP(2), (ug)ken C LP(Q2).
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1. Die Folge (uy)ren heifit (stark) konvergent gegen u falls
lu —ug|l, — 0, &k — oc.
In Zeichen: up, — u (in LP(Q)).

2. Die Folge (ug)ren heifst schwach konvergent gegen w falls fir alle
p € (LP(Q))":
p(ur) — p(u), k— oo

In Zeichen: up, — u (in LP(Q2)).
Bemerkung 3.1.5. 1. Der Limes (schwach oder stark) ist eindeutig.

2. Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz, da fir alle ¢ €

(LP(Q)* ={p: LP(Q) = R : linear und beschrankt}:

o (ur) — ()] = lp(ur — w)| < Cl)lJux — ullp .-

Beispiel: Sei 2 = (0,27) und ui(x) = sin(kx), £k € N. Dann gilt fiir alle
p € (1,00):

1. Die Folge uy konvergiert schwach gegen 0 in LP(2).
2. Die Folge uy konvergiert nicht gegen 0 in LP(£2).

Beweis. Wir zeigen zuerst die zweite Aussage.
2. Wir haben

2m
= /0 | sin(kz)|P dz
1 r2km
=% / | sin(y)|” dy (wegen Periodizitét)
0
2m
= / |sin(y)|” dy = konstant =: A? >0 Vk € N. (3.1)
0

1. Sei ¢ € C§°(0,27). Dann gilt

2 2w
/ uk(z)p(z) doe = / sin(kz)p(x) de  (partielle Integration)
0 0

2

_ ! cos(kx)p(x)

0 1 2m ,
7 + %/0 cos(kx)y'(z) dx .

0
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Da ¢(0) = ¢(27) = 0 sehen wir dass

/027r u(2)o(x) de — 0‘ < ]1/2” | cos(kx)||¢'(x)| da

_k/ z)|dr — 0, k— 0.

Sei nun ¢ € (LP(Q))* und & > 0 gegeben. Es existiert v € L¥' () so dass
p(w) = / v(z)w(z) dr fir alle w € LP(Q).
Q

Aus Satz 3.1.2(4.) folgt die Existenz einer Folge (v;,)men € C3°(€2) so dass
|lv — vyl = 0. Dann existiert M € N so dass

1
v —vully < SA e,
2
wobei A := ||ug||, (unabhingig von k wegen (3.1)). Dann
2m 27r
o(ug) — 0| = ‘/ x)ug(z)dz| = ‘/ —op(2) + var (@) )ug(x)de
/0 (v(x) — vp(2))ug(x)de| + ‘/ (x)dx’ :
Wir haben vorher gesehen dass die zweite Term auf der Rechte Seite ge-

gen Null konvergiert fiir & — oo, da vy € C§°(€2). Somit folgt mit der
Holderschen Ungleichung fir k grofl genug

<

1 1 1
[olur) = O] < o = vl ually + 5= < 5 (A)"eA+ = ==

Da ¢ und ¢ € (LP(Q2))* beliebig sind, haben wir gezeigt dass die Folge uy
schwach gegen 0 in LP(2) konvergiert. H

Satz 3.1.6. Sei 1 < p < oco. Dann gilt

1. Seiu, — uwin LP(Q). Dann ist (uy)nen n LP(S2) beschrankt und es gilt
el < T inf s,

Im Worten: die LP-Norm ist unterhalbstetig bzgl. der schwachen Kon-
vergenz.
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2. Sei (up)nen C LP(Q) eine beschrinkte Folge, d.h. es ezistiert ein C' > 0
so dass ||uy||, < C fir alle n € N. Dann existiert u € LP(§2) und eine
Teilfolge (un,)jen 50 dass u,; — u in LP(€2).

3. Sei u, — u in LP(Y), dann gibt es eine Teilfolge (Um;)jen und h €
LP(QY), so dass

U, (7) — u(x) fir fast alle x € €2,

U, (z)| < h(x) fir fast alle v € Q.

Bemerkung 3.1.7. Allgemeiner: Teil 2. der Aussage gilt in reflexiven Ba-
nachrdumen.

Kompaktheit im Raum der stetigen Funktionen In LP(Q) besitzt je-
de beschrinkte Folge eine schwach konvergente Teilfolge. Gibt es Kriterien
um zu verstehen wann eine Folge stetige Funktionen eine konvergente Teil-
folge besitzt? Ja. Der Satz von Arzela-Ascoli.

Satz 3.1.8 (Satz von Arzela-Ascoli). Sei X ein metrischer Raum und K C X
kompakt. Betrachte

C(K;R) :={f: K — R stetig } mit Norm ||f||o := sup|f(z)|.
zeK

Sei (ug)ren €ine Folge in C'(K;R) mit
1. |uglloo < M fiir alle k € N (gleichmdfSig beschrankt);
2. fir alle e > 0 existiert 6 > 0 so dass
lup(t) —ug(7)| <e  Vt, 7€ K mitd(t,7) < VkeN,
(gleichmdfig gleichgradig stetig).
Dann gibt es eine Teilfolge (uy,, )men und eine Funktion u € C(K;R) mit

|luk,, — oo —> 0 fiir m — co.
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3.2 Das Dirichlet Funktional, Teil 1

Betrachte das Variationsproblem
1

D(u) = / W/ (2)|? dz —s min!
0

auf X :={ue C([0,1]): u(0)=a, u(l)=p}.
Es ist klar, dass X # ). Zum Beispiel, u*(x) := + (o — §)(1 — x) ist ein
Element von X. Sei nun (u,)meny C X eine Minimalfolge, d.h.

lim D(u,) = ulg)f(D(u) =:9(>0).

m— 00

Besitzt diese Folge eine konvergente Teilfolge? In welchem Raum?
Seien x,y € [0,1], z < y, und m € N. Dann gilt

U (T) — um (y)| =

Y % 1
< ([ 1@ dt) "o - yi?

1 3 .
< ([ ()P dt) " o - yl?
0
= \/D(um)lw—ylé < VrF 1z —ylz,

fiir m grofl genug und somit sind die u,,’s gleichméafig gleichgradig stetig.
Wir zeigen nun, dass Sie auch gleichméfig beschréankt sind. In der Tat
haben wir fiir m grof§ genug

[t ()] < (@) = 1 (0)] + [ (0)] < J]2v/7+T + |a] < VY +T+]al.

Der Satz von Arzela-Ascoli (Satz 3.1.8) impliziert, dass u € C°([0, 1]; R)
und eine Teilfolge (upm, )ren existieren, so dass ||y, — ulle — 0 fir k& — oo.
Insbesondere u(0) = a, u(1) = 8 und u € C%2([0,1];R), d.h. u ist Holder-
stetig mit Exponent %

FRAGE: Ist u € X? D.h. ist u € C*([0, 1])? Macht es Sinn, D(u) zu schrei-
ben? Falls ja, gilt D(u) = lim;_,o, D(u;)?

Da D(up,) < v+ 1 fir k groB genug, sehen wir dass u], € L*(0,1)
und ||uy, [lo < C. Nach Satz 3.1.6 (2.) existiert eine Teilfolge (umkj )jen und
v € L?*(0,1), so dass

/ ! u, () dt’ (Holdersche Ungleichung)

u;nkj —wv in L*0,1),
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d.h.
1 1
/ Uy, (r)p(r) do — / v(x)p(x) dz fiir alle ¢ in L*(0,1) D C5°([0,1]).
0 j 0
Sei nun ¢ € C§°([0, 1]). Dann gilt
1 1
|t (@)eta) dz = = [, (@) (2) dv,
0 i 0 i
1 1
und / U, ()¢ (x) do — | u(x)¢'(z) dz .
0 i 0
Wir haben damit gezeigt, dass v € L*(0, 1) existiert so dass
1 1
/ v(x)p(x) de = —/ u(x)¢'(x) dx fir alle ¢ € C5°([0,1]) .
0 0
Man sagt, dass v die schwache Ableitung von u ist. Wir haben noch
nicht gezeigt dass u 1-mal stetig differenzierbar ist. Aber wir brauchen es

nicht! Wir arbeiten mit einer schwécheren Definition von Ableitung. Dies
motiviert die nachste Sektion.
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3.3 Sobolev Raume
Sei 2 C R", n > 1, offen.

Definition 3.3.1. Sei u € L%OC(Q) und i € {1,...,n}. Wir sagen dass u
schwach differenzierbar in der i-ten Richtung ist, falls es ein v; €

L%OC(Q) gibt, so dass

0
/Qu(:p)axlgo(x) dx = — /Q vi(z)p(x) dx fir alle ¢ € C5°(82) gilt.

Oft wird v; mit a%iu = O;u bezeichnet.

Allgemeiner: Sei o € Nj ein Multiindex. Wir sagen, dass u die schwache
Ableitung Du besitzt, falls es ein v, € Llo (Q) gibt so dass

/u(a:)Do‘ (x) dx = |a‘/ ) dx fiir alle ¢ € C§°(2) gilt.
Q

Hier || = X0 ;.

Bemerkung 3.3.2. 1. Fulls die (klassische) Ableitung existiert, dann stimmt
ste mit der schwachen tberein.

2. Die schwache Ableitung ist fast tuberall eindeutig. Diese Bemerkung
folgt aus dem Hauptlemma der Variationsrechnung fiir L*-Funktionen.

Beispiel 1: Sei n =1 und Q = (0,2). Betrachte die Funktionen

(z) = r fir0<z <1, nd v(z) = 1 firo<a <1,
U= 1 firl<ae<2, "MCUYTYN 0 firl<a <2

Beh. v ist die schwache Ableitung von w.
Begr. Sei ¢ € C§°(0,2). Dann:

/02 u(z)¢' (x) de = / ) dx + /

= ap(@)l} - /0 <>dx+so<>|?—o
= 1) - [ pla) do—o(1) =~ [ v(e)p(a) du.
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Beispiel 2: Sei n =1 und Q = (0,2). Betrachte die Funktionen

u(z) = -1 furo <z <1,
)1 firl <z <2.

Beh. u besitzt keine schwache Ableitung.
Begr. Angenommen es existiert v € Llloc(o’ 2) mit

/0 Cu(2) g (2) da = — /0 S o(2)p(x) da fir alle o € C2(0,2).
Dann gilt fiir alle ¢ € C5°(0,2)
_ / e = [ S u(2) (z) da
- / dx+/
——((D—w@»+%%—¢ﬂﬁ>ﬂﬂﬂ- (3.2)
Sei nun @ € C°(1,2) und betrachte

(z) = 0 fir0 <x <1,
PN Ba) firl<az<2.

Dann ¢ € C§°(0,2) und aus (3.2) folgt
2
/ v(x)p(x) de = 0 fir alle ¢ € C3°(1,2).
1

Aus dem Hauptlemma der Variationsrechnung fiir Funktionen in Lioc folgt,
dass v = 0 f.i. in [1,2]. Analog kann man zeigen, dass v = 0 f.u. in [0, 1].
Somit folgt aus (3.2)

2
20(1) = /0 v(x)e(x) de = 0 fur alle ¢ € C5°(0,2).

Widerspruch!

Definition 3.3.3. Sei 1 < p < oo und m € N. Der Raum

WmP(Q) :={u:Q—=R; ue LP(Q), so dass D*u existiert im schwachen Sinne
fir alle « € Ny mit |a| < m und D% € LP(Q)},
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ist der Sobolev- Raum der m-mal schwach differenzierbaren Funktionen die
zur Potenz p integrierbar sind. Die Norm in W™P is definiert durch

[[eellwm :=< > HD“’LLH?) :

0<|a|<m
Satz 3.3.4. Sei 1l < p < oo und m € N. Dann gilt
1. W™P(Q) ist ein Banachraum;

2. C(Q)NW™P(Q) ist dicht in W™P(Q) bzgl. der W™P-Norm. D.h. fir
alle w € W™P(Q) existiert eine Folge (ug)ren C C(2) N W™P(Q2), so
dass

|luk — u|lwme — 0 fiir k — oo.

Beispiele (1) Die Funktion

(z) = r fuiro<z <1,
U= firl<az <2,

ist Element von W1'P(0,2) fiir alle p € [1, 00).

(2) Die Funktion u(z) = |z| ist Element von W'P(—1,1) fiir alle p €
[1,00).

Satz 3.3.5 (Einbettungssatz in Dimension 1, siche [BGH], Thm.2.2). Sei I =
(a,b) mit |I| < oo undm € (1,00). Dann gilt Wt™(I) C C°(I). D.h. fiir jedes
u € WH™(I) gibt es einen stetigen Reprdsentanten in der Aquivalenklasse
von u.

Zusdatzlich gilt fir alle xo,x; € |a, b]

1

u(zy) — u(zg) = /xo u'(y) dy  und

1 /
sup fu()] < |]|/I|u(t)| dt+/l|u(t)| dt .

Satz 3.3.6 (Poincaré Ungleichung). Sei p € (1,00), I = (a,b), xy € [a,b]
und uw € WHP(I). Dann gilt

/ab lu(z) — u(zo)|P dz < (b—a)P /ab W/ (2) [P dx .
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Insbesondere,

b b
[ (@) = wl de < (0= ay [ @) do,
wobei Uy = ﬁ J;u(z) de.

Beweis. Nach Satz 3.3.5 gilt

uw(z) — u(zg) = /

o

x

v (y) dy und somit |u(x) — u(xo)P < (/1 [/ ()] dy)p :

Somit ergibt sich

[ 10t0) = utanp o < ool {10 )

1
+=1)

<=l ([ WGP ) (- a)?

b
= lb—al [ /()" dy.

(Holder-Ungleichung mit

SR

Die zweite Aussage folgt aus der ersten mit dem Mittelwertsatz. O]

Satz 3.3.7. Sei I = (a,b), 1 < p < o0, und {ugtren C W'P(I) mit
|ugllwir < C. Dann existiert eine Teilfolge uy;, und eine Funktion u €

WhP(I) mit

up, — u in W (I)

d.h. ug, = w in LP(I) und wy, —u' in LP(I).

Beweis. Aus ||ug||wir < C folgt ||ug|lrr < C. Satz 3.1.6(2) impliziert, dass
eine Teilfolge (ug,);jen und u € LP(Q) existieren mit

ug, — win LP(T).

Ebenso, aus ||ug||lwir < C folgt ||uj, || < C. Satz 3.1.6(2) impliziert, dass
eine Teilfolge (uj, )men und v € LP(S2) existieren mit

uy, —vin LP(I).

m
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Zu zeigen: u' = v im schwachen Sinne.
Wir haben fir alle ¢ € C§°(1)

/Iu(a:)go’(a:) de = lim [ w, (2)¢'(z)dx

= — lim Iu;jm (x)p(z) do = —/IU(JS)QO(:E) dz.

m—ro0

Die Behauptung folgt.
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3.4 Das Dirichlet Funktional (Teil II)

Sei I = (a,b) ein beschrianktes Intervall. Nun betrachten wir das Funktional
D(u) :/\u'(x)|2 dr — min!
I

auf X := {u € W'(I) : u(a) = a, u(d) = B} D C'(I). Die Randwerte von
u € WH2(I) sind eindeutig bestimmt wegen dem Einbettungssatz 3.3.5.
Schritt 1: Schwache Kompaktheit von Minimalfolgen.
Zuerst merken wir, dass X # () und dass das Funktional D wohldefiniert
ist auf X. Sei u* eine feste Funktion in X. Dann gilt

0 < inf D(u) < D(u").
ueX

Sei nun (ug)ren eine Minimalfolge, d.h. uy € X fiir alle k € N und

D(uy) — inf D(u).

ueX

Dann existiert v > 0 so dass
U (T T = ||Upll2 <y Iur alle kK € IN.
L()* d blla < fir alle k € N
I

Die L2-Norm von der Minimalfolge ist auch gleichméafig beschréankt. Aus
u(@)* < (Jur(@) = w(0)] + ur(0)])* < 2fun(z) — af® + 207
folgt fiir alle £ € N mit der Poincare Ungleichung
/I\uk(:c)IQ dr < 2/1 lug(z) — af? dz + 2021

< 2|I? / [u), (2)|* da + 202 |1| < 2/1|*y + 2a2%|I| < oo.
I
Somit existiert eine Konstante C' > 0, so dass ||ug|lw12 < C fir alle
k € N und nach Satz 3.3.7 existiert eine Teilfolge (uy,)jen und v € W2(1)
mit ug, — w in WH(I), d.h.

u, — win L*(I) und uy, — u' in L*(I).
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Schritt 2: Der Grenzwert ist Element des Definitionsbereichs des Funk-
tionals, d.h. u € X.

Wir wissen schon dass u € W12(I). Es bleibt zu zeigen, dass u(a) = o und
u(b) = . Wir brauchen Informationen bzgl. der punktweisen Konvergenz der
Folge. Wegen dem Einbettungssatz 3.3.5 gilt

1
[P |]|/I|ukj(a:)| dx+/l|u;j(x)| dr

< <757 o a)" o il (1 0P do)’
< C(D) e < €

fiir alle j € N. Die Folge ist gleichméfig beschréankt. Wir zeigen nun dass die
Folge auch gleichméaBig gleichgradig stetig ist. Wegen dem Einbettungssatz
3.3.5 gilt auch

g () — e, ()] < [ a0 # <)
< (f tui, dt)% 2 —ylt < yAle -yt

Alle Annahmen im Satz von Arzela-Ascoli (Satz 3.1.8) sind erfillt. Somit
existieren eine Teilfolge (uy, )men und eine Funktion v € C%([a,b]) so dass

||ukjm —Vlee — 0.

Es folgt direkt dass v(a) = a und v(b) = g.
Es bleibt zu zeigen, dass v = u. Wegen der gleichméfigen Konvergenz gilt
fir alle ¢ € Cg°(1)

/ukjm (x)p(x) de — /v(az)gp(m) dx .
I I
Anderseits gilt wegen der schwachen Konvergenz in L?(I)

/Iukjm (x)p(x) dv — /Iu(a:)gp(x) dx .

Dann

/I(u(x) —v(x))p(x) de =0 fir alle p € C5°(1) .
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Da u und v stetig sind, folgt daraus v = u.

Schritt 3: u ist ein Minimierer.

Im Allgemeinen, gilt nicht D(ug,) — D(u) fiir j — oo. Man hat schwache
Unterhalbstetigkeit (d.h. Unterhalbstetigkeit bzgl. der schwachen Konver-
genz):

v — v in WH(I) impliziert  D(v) < liminf D(vy) .

k—o0
In der Tat
0< D(vy—v) = /|v — v (z)? do
1
— 5/[|v (2)[? do — /Iv'<x>v;(x) dz + i/j\u,;(@y? dz

Daraus folgt
— [ |V (2))? dw + z)v(x) d < v, (7)]? dx
V(@) s (
und mit Limes & — oo, da v}, — v in L?
1 / 2 1 s / 2
5/}]1} ()] dx < 511]£I_1><1>r01f/1 vy, ()] dz.
In unserer Situation ergibt sich

D(u) < lilgn inf D(ug) = inf D(v),
—00

veX

= 1 ist ein Minimierer!
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3.5 Das Allgemeine Resultat

Sei X ein Banachraum und X* sein Dualraum. Auf X* betrachten wir fol-
gende Norm (die Operatornorm): fir ¢ € X*

lo(2)]
]l == sup :
zex\{o} |7l

Betrachte nun X**, das Dualraum von X*, das Bidual von X, wobei
X :={¢: X* - R: mit ¢ linear und beschrénkt}.

Man kann eine natiirliche Abbildung von X nach X** definieren. Betrachte:

J: X=X Xsu—Ju): X"—R (3.3)

J(u)(p) = @(u) fur alle p € X™.
Die Abbildung ist wohldefiniert da J(u) linear ist und die Beschranktheit
folgt aus folgender Rechnung
[/ (u) ()] = lp(w)] < fllllJull

Man kann zeigen dass die Abbildung J injektiv ist. Ist sie surjektiv? I.A.
nicht.

Definition 3.5.1. Ein Banachraum X heifit reflexiv, falls J(X) = X** fir
J definiert wie in (3.3).

Beispiele von reflexiven Raumen sind die LP-Raume fir p € (1, 00) und
die Sobolev Raume W*? fiir k € N und p € (1, 0).
Wieso sind reflexive Raume sehr wichtig?

Satz 3.5.2. Jede beschrankte Folge (z,)nen in einen reflexiven Banachraum
X besitzt eine schwache konvergente Teilfolge.

Dieses Resultat gibt uns somit ein Kompaktheits Resultat. Was wir noch
brauchen ist das Verhalten des Funktionals bzgl. schwacher Konvergenz zu
verstehen.

Definition 3.5.3. Ein Funktional J : X — R U {oo} heifit schwach un-
terhalbstetig in X, falls

li]ﬁg}f J(ug) > J(u),

fir alle {ug}reny C X mit up, — u in X.
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Was wir mit dem Dirichlet-Funktional gemacht haben kénnen wir nun in
folgendem allgemeinen Rahmen beweisen.

Satz 3.5.4. Sei X ein reflexiver Banachraum und J : X — RU{oo} schwach
unterhalbstetig. Sei J koerzitiv, d.h. es existieren o > 0 und € R mit

J(u) > allul|x + B fir alleu € X .
Falls ein u € X mit J(u) < oo existiert, dann existiert u € X mit

J(@) = inf J(u).

ueX

Beweis. Wegen der Annahmen gilt

inf J(u) =~ €R.

ueX

Sei {u fren C X eine Minimalfolge. Dann existiert C' > 0 so dass J(uy) < C
fir alle k£ grofl genug. Aus der Koerzivitat folgt

18] + C > af|ug||x fiir alle k& grofl genug .

Die Folge {uy }ren ist gleichmaBig beschrénkt in X. Da X reflexiv ist, existie-
ren eine Teilfolge {us, }jen und @ € X, so dass uy; — @ in X. Da J schwach
unterhalbstetig ist, gilt

J(@) < liminf J(uy,) = 12)f( J(u).

J—00
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3.6 Schwache Unterhalbstetigkeit

In der Anwendung der direkten Methoden spielt die schwache Unterhalbste-
tigkeit des Funktionals eine entscheidende Rolle. Wann ist dies zu erwarten?
Hier betrachten wir den ein-dimensionalen Fall.

Im Folgenden sei I C R ein beschrénktes Intervall, m € (1,00) und
F(z,z,p) € CO(I,RN RY). Betrachte

/qu (x)) dx .

Ist J wohldefiniert auf W™ (I)?
Lemma 3.6.1. Die Funktion F(-,u(-),u'()) ist messbar fiir alleu € W™ (I).

Beweis. Da z — ®(z) := (z,u(x),u'(z)) ist eine Messbare Funktion (da wu, v’
messbar und ® : I — R*2" ist messbar genau dann, wenn alle Komponenten
messbar sind) und dann F'o® ist messbar als Verkettung von eine stetige und
eine messbare Funktion. Hier benutzen wir das, nach Definition, Urbilder von
offene Menge durch stetige Funktionen wieder offen sind. O

Man koénnte die Stetigkeit-Annahmen an F' schwéachen. Dazu sehe das
folgender Resultat:

Lemma Sei F': R™ x R¥ — R, so dass x — F(x,y) ist messbar fiir alle
y € R* und y — F(x,y) ist stetig fiir fast alle v € R™. Sei u : R™ — RF
messbar, dann ist die Funktion R 5 x — F(z,u(x)) messbar.

Beweis. Da u messbar, existiert eine Folge von Treppenfunktionen
t; — u Lii. in R™,
wobei fiir alle 7 € N z
1) =3 ()
mit g/ € R¥ und A7 € R™ messbar. Nun fiir 7 € R

(F(t5())) " (r,00)
={r e R™: F(z,t;(z)) >r}

:6GxeRm:F(ﬁc,M?)>r}ﬂA?)U{$€Rm:F(x’O)>T}'
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Nach Voraussetzung ist A’ messbar. Da z — F(x,y) messbar fiir alle y € R*
{r € R™: F(z,p}) >r} und {x € R™: F(z,0) > r},

sind messbar. Es folgt, dass (F(-,t;(-)))"" (r, 00) messbar fiir alle j € N ist
und, da r beliebig, dass (F(-,¢;(-)) eine messbare Funktion ist.
Da y — F(x,y) stetig fur fast alle z € R™,

F(z,tj(x)) — F(z,u(z)) f. 4. in R™.

Die Behauptung folgt, da F(z,u(x)) messbar ist als punktweise Limes von
messbaren Funktionen. O

Wir haben damit erreicht

Proposition 3.6.2. Falls eine Funktion g € L'(I) existiert so dass
F(x,z,p) > g(x) fir alle (z,p) € R*,
dann ist das Funktional
J(w) = [ Fla,u().o(x)) da.

wohldefiniert auf Wh™(I), m € (1,00). Weiter gilt J(u) € RU {oo} fiir alle
u € WHh™(I) und es existiert eine Konstante C' € R so dass

inf{J(u) :ue W-™(I)} > C.

Beweis. Aus Lemma 3.6.1 folgt die Integrierbarkeit von F(z,u(x), v (x)) fir
alle u € W™(I) und der Rest der Behauptung folgt mit C' = —||g||;:. O

Wann ist J schwach unterhalbstetig? Wir geben erst eine notwendige
Bedingung.

Satz 3.6.3 (Notwendige Bedingung fiir schwache Unterhalbstetigkeit). Sei
J schwach unterhalbstetig auf WH™(I) fiir ein m € (1,00). D.h.

lign inf J(uy) > J(u) fir alle (u)gey C WH™(I) mit up — w in WH™(I).
—00
Dann gilt

/IF($07ZO>]90 +¢'(2)) dz = |I|F (2o, 20, po) (3.4)

fiir alle (o, z0,p0) € I x RN x RY und ¢ € C(I;RY).
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Bemerkung 3.6.4. Funktionen, die (3.4) geniigen, heiffen quasikonvex in
p. In Dimension 1 kann man zeigen, dass F' genau dann konvex in p ist, wenn
F quasikonvez in p ist. In Dimension grofier als 1 gilt nur die Implikation:
F konvex in p impliziert F' quasikonvex in p.

Beweis. Ohne Einschrankung: I = (0, 1).

Spezialfall: F' = F(p).

Sei p € C5°(I;RY) und ¢ ihre periodische Fortsetzung (mit Periode 1)
so dass ¢ € C®(R;RY). Definiere ¢,,(z) := 2@(nz). Dann ¢, (z) = ¢'(nx)
und ||¢] |l < C fir alle n € N.

Sei

up(x) := pox und u,(z) := ug(x) + pp(x) fir n € N und x € [0, 1].

Dann 1
[un(2) = uo(2)] = lpn(2)] = ~|p(nz)] — 0 fiir n — oo

und somit konvergiert (u,)nen gleichméaBig gegen ug in [0, 1].
Da
|t (2)] < up(@)| + |7, (2)] < [po| + C,

folgt dass die Folge (un)nen gleichméBig beschrinkt ist in W™ (1) fiir je-
des m € (1,00). Nach Satz 3.3.7 existieren eine Teilfolge (uy,)jey und @ €
Whm(T), so dass

Up, = @ in WH™(I).

Aus der gleichméfigen Konvergenz von (u,),en gegen ug folgt, dass a4 = ug
fast tiberall in [0, 1].
Da J schwach unterhalbstetig ist gilt

J(up) < liminf J(wp,) .

j—o0

J(uo) = [ Fluy(e) dz = [ F(po) dx = |11F(po)
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wahrend

Tun,) = [ Flup(@) + ¢, () da
= /IF po + ¢'(mjx)) dx
1 my

= — F(po+ ¢'(2)) dz (wegen Periodizitat)
0

—/ (po + &'(2 )dz—/ F(po+¢'(2)) dz.
Somit )
11F@o) < [ Flpo+§(2)) dz.
und wir haben (3.4) im Spezialfall F' = F(p) bewiesen.

Allgemeiner Fall: Sei z¢ € I und Ry, := (x¢, xo+ h) mit h > 0 klein genug
so dass R, C I. Sei p € C°(I;RY) und ¢ die periodische Fortsetzung mit
Periode 1. Sei

@ (%(m — xo)) falls v € Ry;
falls v € Ry, ,

O 3=

)= {

und
up(x) == 20 + po(z — x0), uUn(x) = up(x) + pp(x) fir n € N und z € [0, 1].

Dann konvergiert (u,),en gleichméBig gegen ug in [0, 1]. Weiter, da

(@) < lpol + 18 (= 20) ) | < C in [0,1],

ist die Folge gleichméBig beschrankt in W™ (I) und, wie vorher, existiert
eine Teilfolge (u,,)jen so dass

Up, — ug in WH™(I).
Betrachte nun

T, () = /R Py (2). 1, (2) da

Zwischenbehauptung: Es gilt

lim Jg, (un,) / / (z,up(x), po + ¢'(t)) dt du.
Ry

J]—00
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Angenommen wir haben die Zwischenbehauptung gezeigt, dann gilt
J (U, :/ F(x,u, (2),u (2)) dx +
( ]) I\Rh ( J ( ) U ( ))

= F(x,up(x), up(x)) de + Jr, (tn;) |
I\Rp,

. (2, un; (), uy,, (7)) do

da u = ug auf I\ Ry. Aus u,;, — 1y in whm(T) folgt

J(ug) < liminf J(uy,;)
j—o0

— . F(x,uo(z),uy(z)) de + leIEO Jr, (tn,;)

— . F(x,up(z), uy(z)) da:+/Rh /01 Pz, uo(x), po + & (1)) dt dz

und dann

/Rh F(x,uo(z),uy(z)) de < /Rh /01 F(x,uo(x),po + ¢'(t)) dt dx.

Teile durch h und betrachte den Limes fir o — 0. Da x — F(z,uo(z), po)
stetig ist, folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

1
F(x0, 20,p0) < /o F(x0, 20, p0 + ¢'(t)) dt fir alle o € C5°(1).

Da |I| = 1 folgt die Behauptung. Es bleibt die Zwischenbehauptung zu zei-
gen.
Beweis der Zwischenbehauptung Definiere die Intervalle

h h
I =[x+ k—, 20+ (k+1)—] fur k € {0,...,n; — 1},
1 1

und die induzierte Zerlegung

i) = [ Ploi, (@), 0) de.

Es gilt
: . h
/ F(z,up, (), u, (7)) dv mit x = 2o + (k +1t)—, t € [0,1]
I 7 n;
h ot h h h
= — | F kE+t)—, upn, kE+t)—),u. k+t)—))dt,
[ P+ k) o (k)25 (i (4 0)0)
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wobel u;, (o + kL +t ) po+ @' (k+1t) = po+¢'(t) wegen der Periodizitét
von . Also
njfl

na,) = 32 L [P0+ (6 +8) (0 + (6-+4).5) o+ /() -

Seie >0 gegeben. Da u,, — ug gleichméBig in [0, 1] und F stetig, existiert
ein N(e) € N so dass fiir alle n; > N(¢) und k € {0,..,n; — 1}

/OlF(xo—l—(k—i-t)h (x0+(k+t):)p0+gp(t))dt

n; J

h h
—/ x0+k;— uo(aco—l—k: ),po + (1)) dt| <

J ]

2"

nj—l

h h
T lun,) = 3 - / (0-+ kol + k0), o+ /(1)

Betrachte nun die Funktion
1
f(x) :/0 F(x,ug(z), po + (1)) dt auf [0,1].

Da f stetig ist, ist es Riemann-integrierbar und somit existiert N;(g) > N(e)
so dass fiir alle n > Nl( ) gilt

/ dx—z fxo—kkh)‘

l\')\(‘f)

gy h h
dt dz — —/F K ke (1)) dt] .
/Rh/ (z,up(x),po + ¢'(t)) dt dz g::()n ; (w0 + n,uo(m0+ n)7p0+90())
Somit fiir j grofl genug

T () - / [ o). po + /(1) it d

n] h h
e+ n/ x0+k5—u0(x0+k ), po + /(1)) dt

J ]

1
-2

<e.

_/Rh/o F(z,uo(x),po + ¢'(t)) dt dz
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Da ¢ > 0 beliebig war folgt die Zwischenbehauptung. O

Das Folgende ist eine hinreichende Bedingung fiir die schwache Unter-
halbstetigkeit.

Satz 3.6.5 (Der Unterhalbstetigkeitssatz von Tonelli). Sei I C R ein be-
schrinktes Intervall, F: I x RN x RN — R, F(x,z2,p), so dass

1. F und D,F sind stetig in (x,z,p);

2. es existiert g € LY(I) mit F(x,z,p) > g(x) fii. in I und fir alle
(z,p) € R*Y;

3. F ist konvex in p.

Dann ist das Funktional
J(u) = /F(m,u(m),u’(x)) dx
I

schwach unterhalbstetig in W™ (I) fiir alle m € (1,00).

Siehe Theorem 3.5 in Buttazzo, Giaquinta, Hildebrandt: One-dimensional
Variational Problems.
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3.7 Existenztheorie

Ziel: Existenzresultat fur

inf J(u) mit J(u) = /IF(x,u(x),u'(x)) dr.

ueX

Satz 3.7.1. Sei I = (a,b) ein beschrinktes Intervall und o, € RY. Sei
F e CHI xRN x RY) und es gelte

(H1) (2,p) — F(z,z2,p) ist konvez fiir alle x € I (Konvezitit);
(H2) es existieren m > 1, a1 > 0, az € R so dass
F(x,2,p) > ailp|™ + as fir alle (z,2,p) € T x RN x RY
(Koerzivitat);
(H3) es existiert 5 > 0 so dass fir alle (x,z,p) € T x RN x RN gilt
ID.F (2, 2,p)], ID,F(w, 2 p)| < A1+ 2" + o™ 1)
mit m aus (H2). (Wachstum)
Dann gibt es
ue X ={ve W (LRY) 1 v(a) = a, v(b) = B},

so dass

J(u) =inf{J(v) 1 v € X}.

Auferdem ist das Minimum eindeutig, falls zusdtzlich
(z,p) = F(x,z,p) strikt konvex fir alle x € [a,b] ist.

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus Proposition 2.4.4. Es bleibt die Existenz
7Zu zeigen.
Schritt 1: Beschranktheit Die Funktion

wolw) = a+ (5 — a);—
ist Element von X und somit

inf{J(v) :v e X} < J(up) < 00,
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da ug, ug beschrankt auf [a, b] und F' stetig.
Wir zeigen nun mit (H2), dass das Infimum auch von unten beschrankt
ist. Fir v € X gilt

P ufa) () = o ()] + 0
und dann
T2 o0 [ @) do + gl = cull [ + asl1] 2 cult] > —o.

Somit

J :=inf{J(v):ve X} eR.

Schritt 2: Kompaktheit Sei (uy)gen eine Minimalfolge in X. Dann uy, € X
fur alle & € N und limy_,o0 J(ug) = J. O.B.d.A. J(uy) < J+1 fir alle k € N.
Aus (H2) folgt dass

S+ 12 J(ur) 2 onllugll + sl

1
und [Jug ||y, < o T lasllT]) -

Wir zeigen nun, dass (ug)reny auch in L™ (1) gleichméaBig beschrankt ist.
Da uy — up Null in a ist, liefert Satz 3.3.6 (Poincaré-Ungleichung)

lur = ttollm < Clluy, = wgllm

und dann

[kl <l = tollm + [[uollm  (A-Ungleichung)
< Cllug, — ugllm + [[wo]lm
< C (llugllm + [ullm + lluollm) < €.

Zusammengefasst: Koerzivitdt und Poincaré-Ungleichung liefern ||uy ||y1.mry <
C. Nach Satz 3.3.7 existiert v € W™ (I) und eine Teilfolge (uy,);en, so dass

up, = u in WH(I). (3.5)

Hier bezeichnet u den stetigen Reprasentanten.
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Wir wollen noch haben, dass u € X. Der Einbettungssatz (Satz 3.3.5)
gibt fir alle j € N

g, || co < Cllug, [[wrm < C fiir alle j € N,
y
e, ) = e, )] = | [, 0) |

max{z,y} , ' ) '

S / in(z9) |, (t)] dt  (mit Holdersche Ungleichung)
min{z,y

<Hu, H (‘1‘ \)%<C\x ‘L’ mitl—l—i—l

— k:j m y —= y m m/ - .

Der Satz von Arzela-Ascoli liefert die Existenz einer Teilfolge und v € C°(1),

so dass
u, — v gleichméaBig in I.
Wegen (3.5) folgt v = v in I. Da ug(a) = «, ui(b) = 3 fiir alle k € N folgt
u(a) = «, u(b) =  und somit u € X.
Schritt 3: Schwache Unterhalbstetigkeit
Wir wollen zeigen, dass falls uy, — w in W™(I) | dann

o S
h]gr_l}g}f J(ug) > J(u).

Aus (H1) (Konvexitét in (z,p)) folgt

Fa,ug(a), f(2)) > Fle,u(e), o (2)) + DoF(x, u(x), u(e))(ue(x) - ulz))
T Dy F (o, wy(x), uh(2)) (t () — o/ (), (3.6)

fir fast alle x € I. Wir zeigen mit (H3), dass
D.F(z,u(z),u(z)) € L™ (I) und D,F(z,u(z),u(x)) € L™ (I),

wobel

Da F € C" sind beide Funktionen messbar und

J1DFla (@), u(@)™ de < [ (B(1+ @)™ + /(@) )" do
(Konvexitit von x +— zP, p > 1, auf R,)
< B3 [ (U @) @) ) de
I

= 573" (1o — al + llumlliy + [l[17) < oo,
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und analog fiir D, F(z,u(z),u(x)). D.h. die Abbildungen

L™I) 3 frs /I D.F(z,u(z), u(z)) f(z) d,

L™(I) 3 f s /1 D, F(z,u(z), u(z)) f(z) do

sind stetige lineare Funktionale auf L™(7) und somit Elemente des Dual-
raums. Da

up — u in WH(I) = uy, — v in L™(I)

und <}, — o' in L™(I).
Es folgt fiir k — oo
/I D.F(x, u(z), u(z))us(z) do —s /1 D.F(x,u(z), u(z))u(z) dz,
/1 D, F(z,u(z), u(z))u,(z) do —s /1 D.F(x,u(x), u(z))' (z) dz
Aus (3.6) folgt

liminf [ F(x,uk(z),u(x)) de
k—oo JJI

> /IF(x,u(x),u'(x)) dx

+ lim inf : D, F(z,u(x),u(x))(up(r) —u(x)) dx

k—o0

Flimint [ DG, (), u () (2) — o (2)) dx = (),
d.h. J ist schwach unterhalbstetig auf W*1™(7).
Schritt 4: Zusammenfassung
Da (ug)ken eine Minimalfolge ist, gilt J(ug) — J(u). Anderseits fiir die
Teilfolge (ux,)jen haben wir wy,, — w in W (I) mit u € X. Mit der schwa-
chen Unterhalbstetigkeit finden wir

lim inf J(ug,) > J(u).

j—00

Somit J(u) = J und u € X ist ein Minimierer. O
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Bemerkung 3.7.2. Annahmen (H1) und (H3) wurden fir die schwache Un-
terhalbstetigkeit bendtigt. Man konnte dasselbe Resultat unter schwdcheren
Annahmen zeigen, wenn man Satz 3.6.5 (Tonelli Unterhalbsstetigkeitssatz)

benutzen wiirde. Minimale Annahmen: F und D, F stetig und (H1-) F konvex
m p.

Beispiele

1. Das Dirichlet-Funktional
D(u) = 1/|u’\2 dx
2Jr

erfiillt die Annahmen (H1), (H2) und (H3) mit m = 2.

2. Betrachte die Funktion
1
F(x,2,p) = 7Ipl" fir k € (1,00).

Dann ist F' € C*(R) und es gelten

(H1) F ist konvex. In der Tat, mit Lemma 2.4.2 reicht es zu zeigen
dass

(DpF(p) — Dy F(p'),p—1") > 0.
Wir haben

<DpF(p) - Dp/F(p/),p - p,>
= (Ip**p—Ip 0 —1)
= [pl* = Ip[**(,0") = [P'I" 2 ) + 1P|
> [pl* = 1pl* ' = 1P/ pl + [P
= (p[*"" = 1p'*")(Ipl = ') = 0. (3.7)

/|k—2p/

(H2) wahr, mit a; = 4, a3 =0und m =k € (1, 00).
(H3) wabhr.

Ein Minimierer existiert!
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3. Das Funktional
L(u) :/I\/l—l—(u’(:c))? dz

(die Lange des Graphs von {(z,u(z)) : = € I}) oder allgemeiner das

Flachenfunktional
Alu) = / J1+ (Du(x))? dz,
I

erfiillt (H2) nur mit m = 1. Das ist nicht erlaubt! Problem: W1 (I) ist
nicht reflexiv!

Satz 3.7.3. Satz 3.7.1 gilt auch wenn (H2) durch

(H2’) Es ezistieren m >q>1, a3 > 0, ag, a3 € R so dass

F(z,2,p) > ailp|™ + as|2|? + as fir alle (z,2z,p) € T x RY x RY

ersetzt wird.

Beweis. Wir merken zuerst, dass u € W'™(I) impliziert v € LI(I) fir alle
q € [1,m), da I beschrénkt ist. Sieche Ubungen.

Wir mochten zeigen, dass J von unten beschrankt ist. Wegen (H2') gilt
J@) 2 o1 [ @) de+az [ fu@)]" o+ as1),
I I

mit a; > 0 und a», az € R.
IDEE: Wir kontrollieren die L%-Norm von u durch die L™-Norm von '.
Methode: Young’sche Ungleichung. Fur a,b > 0, 7,7’ € (1,00) mit 1/r+
1/r" =1 gilt
1 1 .,
ab < —a"+ —=b" .
r r’
Aus dieser Ungleichung folgt, dass fir alle € > 0, a,b > 0, r,7’" € (1,00) mit
1/r+1/r =1 gilt
/ 1 o
ab < ea” + Cle,r)b" mit C(e,r') = P(gr)’T :

Sei nun £ > 0. Dann existiert eine Konstante C' = C(e, m, ¢), abhéngig nur
von €, m und ¢, so dass

lu(z)|? < elu(x)|™ + C(e,m,q) .
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Somit existiert eine Konstante C' = C(as, I, e, m,q) > 0 so dass
J(u) > ay / v (z)|™ dx — |a2|5/ lu(z)|™ dz — C.
I I

Wie im Beweis von Satz 3.7.1 mit ug gleich der Geraden durch (a, ) und
(b, ) und der Poincaré Ungleichung, finden wir

[llm <l = wollm + [[uo]lm
< O’ = ugllm + lluollm
< C (W' llm + Mullm + lluollm)

so dass
J(u) > o / ! (2)|™ da — \a2|c’mg/ /()™ dz — C"
I I
> (ar — |as|C'™e) /1 ! ()™ d — C"

mit C” = C(as, I,e,m,q,a,a,b, ). Wahle nun € > 0 so dass oy — || C"™e =
% > 0 und wir erreichen

J(u) > —C" fir alle u € X.

Es bleibt nur zu zeigen, dass jede Minimalfolge gleichméfig beschrankt in
Whm(T) ist. Mit denselben Abschitzungen die gerade gemacht wurden kann
man zeigen, dass fiir jede Minimalfolge (uy)gen fur k& grofl genug gilt

inf J(v) +1> J(u) > 1/|u’(m)|m dz — C".
I

veX -2

Dann ist ||uf||m gleichmaBig beschréankt und mit der Poincaré Ungleichung
erreichen wir, dass auch ||ug|/,, gleichméfBig beschrankt ist. Der Rest des
Beweises bleibt unverandert. O

Beispiel Sei I = [a,b] C R. Betrachte die Funktion

1
F(z,z,p) = E'p’m — h(z)z,

fir h € C*(I) und m € (1,00). Es gilt
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(H1) F ist konvex in z und p. In der Tat, mit Lemma 2.4.2 reicht es zu
zeigen dass

(D, pF(x,2,p) — D, ,F(2,p), (z,p) — (¢,p)) > 0.

Wir haben

wie in (3.7).
(H2’) gilt, mit ¢ =1, oy = &, ap = — max,es |h(z)] und oz = 0.
(H3) gilt, da
|D.F(z,2,p)| = |h(z)] < C < C(1+ |2+ [p|™ ),
|DpF (2, 2,p)| = |pI™ ™ < C < O+ 2™ + [p" 7).
Bemerkung 3.7.4. Im Allgemeinen darf nicht m = q in (H2') sein.

Beispiel Sei I =[0,1] C R und N = 1. Betrachte die Funktion
Loy 20
F(z,z,p) = §(p —A\%z2%),

fir A > 7. Es gilt

(H1) Konvexitédt. Die Funktion p — F(z,z,p) ist konvex fir alle (z,2) €
I x R, wéhrend z — F(x, z, p) nicht konvex ist. Das ist aber nicht das
Problem. Man kann zeigen dass Konvexitét in p und (H2’) die Existenz
der Minimierer sichern (mit der Unterhalbstetigkeitssatz von Tonelli).

(H2’) gilt, mit m =g =2, aj = %, g = —%)\2 und az = 0.
(H3) gilt, da |D.F(z,2,p)| = A|z| und [D,F(z, z,p)| = |pl-
Wir zeigen, dass das Problem

J(u) = ;/I((u’(x))z — \2(u(x))?) dz —> min!
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in X = Wy*(I) keine Losung hat, denn
inf J(u) = —o0.

ueX

Betrachte u,,(x) = msin(rz) € X. Dann

J(Um) - ;‘/l((mﬂ' COS(ﬂ'x))2 — )\Q(m Sin(ﬂ':p))Z) de
= 5me)* | R / 1= cos(@mz)

2 2 2 2
1 1
= Z(mw)2 - 1)\27712 = 1m2(7r2 —A?) — —o0,

da A > 7.

Bemerkung 3.7.5. Im Allgemeinen darf man weder die Koerzivitit noch
die Konvezitdt abschwdichen.

Beispiel wo die Koerzivitidt abgeschwicht wird Sei N = 1 und
betrachte die Funktion F(z, z,p) = v/p? + 22.

(H1) Konvexitét ist klar, da v/p? + 22 = ||(z, p)||2 und jede Norm ist konvex.
(H2) gilt, ABER mit m =1, oy =1, ap = 0 und a3 = 0.
(H3) gilt, ABER mit m = 1.

Betrachte das Funktional

Tw) = [\l + @) de,

auf
X ={ueW"0,1): u(0) =0, u(l) =1}.

Man kann zeigen, dass .J keinen Minimierer in X besitzt. (Ubung!)

Beispiel wo die Konvexitit abgeschwicht wird (Bolza Beispiel)
Sei N=1,1=[0,1] und F(x,z,p) = (p* — 1)® + 22. Betrachte

Tw) = [0~ @@ + ()] de.

in

X ={uec W"I) : uw(0) = u(1) = 0}.
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(H1) Die Funktion p — F(z,z,p) ist NICHT konvex.
(H2) J ist koerzitiv, da
F(x,z,p) =p*+1—2p* + 2
Zp4+1_;p4_2_|_22
:;p4—1+z22;p4—1.
(H3) Wachstum:

|D.F(x,2,p)] < 2l2] <8(1+ [pl* +]2) ,
|[DypF (. 2,p)] < 4p” = 1[p] < 8(1+ [pl* + |=) -

Das Funktional ist auch von unten beschrankt (J(u) > 0), so dass

inf J(u) € R.
ueX
Betrachte die Funktion
1 1
x»—>g23(a:)::§—x—§, z € [0,1],

und sei ¢ die periodische Fortsetzung von ¢, mit Periode 1, auf ganz R. Sei

nun
1

pu() = (k).
Dann ¢, € W4(0,1), ¢} (z) = 1 fiir fast alle z € (0,1) und ¢(0) =
(1) = 0. Nun

1

T = [ (pul@))? do

Lot 2 11 )
IP/O (gp(k’l‘)) dr < ﬁi — 0, fir £k = .
Wir haben gezeigt, dass
1£1)f( J(u) =0.

Gébe es u € X mit J(u) = 0, dann musste u = 0 f.i. sein (und dann u =0
wegen die Stetigkeit von u) und «' = 0 f.ii. Widerspruch!
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3.8 Das Lavrentiev-Phinomen

Das Lavrentiev-Phanomen tritt auf, falls

inf{J(u) : v € W-(L;RY),  u(a)
< inf{J(u) : u € CHL;RY), wu(a)

a, u(b) =p},
a, u(b> = 6}7

d.h. wenn wir nach Erweiterung des Definitionsbereichs zu einem anderen
Energieniveau kommen. Das ist unerwiinscht. Der Erweiterung der Klasse
von Funktionen und der Generalisierung eines Funktionals, um ein klassisches
Problem zu losen, ist ein sehr komplexes Problem. Wie man im néchsten
Beispiel sieht, soll die Wahl der Klasse von Funktionen sorgfiltig getroffen
werden.

Satz 3.8.1. Sei F(x,z,p) = (v — 23)*p® und

Tw) = | ' Pla,u(w), v () d.

Seien
Wy = {ue Wh*(I): u(0) =0, u(l) =1},
Wy i={ue WHI): u(0) =0, u(l) =1}
Dann gilt
7235
inf{J(u) :ue W} > otegs = €0 > 0=inf{J(u) : u € Wa}.

Bin Minimierer fir J in Wy ist die Punktion u(z) = 3.
Wir benutzen folgendes Hilfsresultat.

Lemma 3.8.2. Seien 0 < a < < 1,

W= {ue W' (a,p):

und co und F wie in Satz 3.8.1. Dann gilt

Ja,5(u) == /B

«

F(x,u(z),u (z)) doe > Cﬁo fir alle uw € W.
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Beweis von Satz 3.8.1. Die Funktion z ~ a(z) = z3 ist in W, (sogar in
W(0,1) fir v € [1,3)) und J(a@) = 0.

Es bleibt zu zeigen, dass gegeben u € Wi, dann J(u) > ¢p. Da u €
Wh>(0,1), gibt uns Satz 3.3.5 dass u Lipschitz-stetig ist. Insbesondere ist
die Steigung in 0 beschrankt. Betrachte folgende Mengen

A={ac(0,1): ua)= iaé} and B = {be (0,1) : u(b) = ;bé}.

Da u(0) = 0, u(1) = 1 und u Lipschitz stetig, sind beide Mengen nicht-leer.
Wihle

a:=max{a € A} und § := max{b € B}.
Dann a < 3, u geniigt den Annahmen von Lemma 3.8.2 und wegen Lemma
3.8.2 gilt

J(u) > /B F(z,u(z),u (z)) doe > Cﬂo > g >0,

«

da 8 < 1. Die Behauptung folgt. O

Beweis von Lemma 3.8.2. Wegen der Annahme u(x) <

1—M>1—i T fur alle z € («, 8) .

z T B P
Dann
B
Jupw) = [ (&= (@) (2))° da
8
> ?/a 22 (u ()8 da .
Wir wollen nun eine clevere Substitution machen. Sei @(y) := w(®(y)) mit

x = ®(y) und @ geeignet. Dann (wegen u'(y) = v/ (P(y))P’'(y)) soll gelten
(y)*(@'(y) P (y) = 1 By)F = ¥(y) & D(y) ~ y7.

Also mit z = y3 erreichen wir

wlot

— 26 5 3
7235 5% ~
= 2T55)L% (U/(y))6 dy

Nun benutzen wir die Jensensche Ungleichung;:
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Sei Q C R™ offen, beschrinkt, v € L'(Q) und f : R — R
konvex. Dann gilt

f <|§12|/QU(~”6) dx) < ’(12|/Qf(u(ac)) dr .

Da x +— 2% konvex ist, gilt

3 6
7235 3 3 1 B85 .
Jap(u) > 2T55(65 —as) (Bg NN (y) dy)
73 s 1 ‘
= i = o) () — u(e)
7235 1 (1 1 1 1)6
= 3 3 763 - Qs
2655 (B5 — a5)5 \2 4
TP 1 I ¢T3
212553 (1 — (%)%)5 2°3 — 21855 37

dald<a<p<l.

Man kann zeigen, dass polynomiales Wachstum in p, d.h.
CO’p|m S F(.T,Z,p) S Cl’p|m + C2 ) (m € (1700))

das Lavrentiev Phianomen verhindert.
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Anhang A

Einige Resultate

A.1 Der Gauflsche Integralsatz

Der GauBlsche Integralsatz ist die Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung bzw. der Regel der partiellen Integration
auf mehrdimensionale Integrale.

Dazu brauchen wir zuerst das Konzept von C!-glatt berandeten Gebieten.

Definition A.1.1. Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet. Wir sagen, G ist
ein Cl-glatt berandetes Gebiet, falls es zu jedem Randpunkt xo € OG eine
offene Umgebung U C R? von xy und eine stetig differenzierbare Funktion
g : U — R mit folgenden FEigenschaften gibt

1. GNU ={z €U : g(x) > 0};
2. 0GNU ={ze€U: g(x)=0};
3. Dg(x) # 0 fiir alle z € U.

Sei G C R? ein C'-glatt berandetes beschrinktes Gebiet. Sei z, € 0G.
Dann existieren eine offene Umgebung U C R? und eine C'-glatte Funktion
g so dass 1., 2. und 3. in Definition A.1.1 gelten. Wir definieren dann die
duflere Normale an 0G in x als

V(o)

V) = )l
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wobei Vg(zq) = (Dg(xp))" der Gradient von g in zq ist und || - || die Eukli-
dische Norm ist. Somit kénnen wir eine Abbildung

v:0G — ST xo — v(xg) ,
definieren, die Auflere Einheitsnormale an 0G.

Satz A.1.2. Seien G C R? ein beschrinktes, C'-glatt berandetes Gebiet und
v : 0G — ST die dufere Einheitsnormale an OG. Dann gibt es ein Ober-
flichenmaf S(-) definiert auf 0G, so dass fiir jedes stetig differenzierbare
Vektorfeld f € C*(G;R?) gilt:

/dw ) d = /(f(x),l/(x)) dS(z) . (A.1)

oG

Insbesondere gilt fir f mit kompaktem Trager in G:

/div(f(a:)) de =0.
G

Fiir f € CYG;R) und ein beliebiges i € {1,...,d} gilt:

axz / e (x) . (A2)

wobei V* die i-te Komponente von v ist.

Bemerkung A.1.3. 1. Die Divergenz eines stetig differenzierbaren Vek-
torfeldes f ist definiert durch:

div(f(2) = 32 ),

somit fir G C R? haben wir div : C1(G;R?) — C°(G;R).

2. Allgemeinere Regularititsannahme auf G:
Man darf (d — 2)-dimensionale “Ecken® und “Kanten® zulassen, in de-
nen glatte Stiicke von OG aneinander stofien. Insbesondere gilt der Satz
von Gauf$ auch auf Quadern und diffeomorphen Bildern von Quadern.
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