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4. Wir betrachten die Lange von Kurven, also das Funktional (5)
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auf der Menge der reguldren Kurven
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X={v=(n-,7)" €C([0,1;R) |+ = (L @W)T #0Vz € [0,1]}.

Dabei bezeichne || - ||, die euklidische Norm im R®.
Zeige fiir jedes v € X, dass die erste Variation von J in v in Richtung v €
C1([0,1]; RY) existiert und bestimme diese.

5. Sei X ein Banachraum, V' C X offen und J : V — R ein Funktional. Sei v € V ein (3)
Extremum von J und die erste Variation von J an u in Richtung ¢ € X existiere.
Zeige, dass dann gilt:

dJ(u)(p) = 0.

6. Die Brachistochrone
Betrachte fiir oy, xo, 41,92 € R, 21 < 22, y1,y2 > 0 das Funktional

oy [

auf V = {u € C?[xy, 15 : u(xy) = y1,u(xs) = yo,u > 0 auf [z, 25]}.

In der Vorlesung wurde mit partieller Integration gezeigt, dass fiir die erste Va-
riation an v € V in Richtung ¢ € W = {¢ € C'{zy, v |¢(x1) = ¢Y(x9) = 0}
gilt:
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0J (u)(p) = / <d$ (\/U(IB)(1+(U'($))2))+2—U(x)§ )so( ) de,

also folgt mit dem Hauptlemma die FEuler-Lagrange-Gleichung fiir die Brachisto-

chrone:
d u'(2) LY+ (W@ oot (2, 2).
de (\/u(x)(1+ (u’(ﬂf))z)) T u(z)? (2

— bitte wenden —




Zeige fiir ein Extremum u € V von J:
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(i) Es gilt: W GOl ' | —————— | ist konstant auf (21, 22). (3)
Vu it @)
(ii) Es existiert ein p > 0 mit u (1 + (v/)?) = 2u auf (z1, x2). (2)

(iii) Eine Losung von u(1+ (u')?) = 2u auf (0, 27rp) mit dem Anfangswert w(0) =0 (3)
ist gegeben durch u(z) = u(1 — cos(¥~!(x))), sofern wohldefiniert. Dabei ist
U(t) = p(t —sint).
Warnung: Versuche nicht, die Umkehrfunktion von ¢ explizit zu bestimmen.
Bemerkung: Die Kurve x — (z,u(z)) ist eine Zykloide, also die Bahn, der ein Punkt auf

der Kreislinie beim Abrollen des Kreises folgt.
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