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1. (i) Zeige, dass die Deltadistribution δ singulär ist. (i)

(ii) Es sei η ein Mollifier. Zeige (i)

ηε → δ (ε↘ 0) in D′(Rn).

2. (i) Zeige: (2i)

lim
r↘0

r

(
log log

(
1 +

1

r

))2

= 0.

(ii) Es sei Ω = B1(0) ⊂ R2 die offene Kreisscheibe um 0 mit Radius 1. Zeige, dass (3i)

u(x) = log log

(
1 +

1

|x|

)
in H1(Ω) = W 1,2(Ω) ist.
Vergleiche dieses Ergebnis mit dem Satz von Gagliardo-Nirenberg-Sobolev.
Hinweis: Rate eine mögliche schwache Ableitung auf Ω. Verwende Polarkoordinaten und

(i) für die Integrabilität von |u|2 und |Du|2. Wende den Integralsatz von Gauß auf Ω\Bε(0)

an, um zu zeigen, dass der Kandidat tatsächlich die schwache Ableitung ist.

3. (i) Zeige, dass in einem topologischen Hausdorff-Raum X eine Folge xn genau (i)

dann gegen ein x ∈ X konvergiert, falls jede Teilfolge xnk
eine Teilfolge xnkj

besitzt, welche gegen x konvergiert.

(ii) Zeige, dass die ’punktweise fast überall’-Konvergenz von Funktionenfolgen (2i)

(z.B. auf L1(0, 1)) durch keine Hausdorfftopologie erzeugt werden kann.

4. (i) Es sei Y ein normierter Raum und X ⊂ Y × Y ein Unterraum. Zeige, dass (i)

gilt: F ∈ X ′ genau dann, wenn f1, f2 ∈ Y ′ existieren mit

〈F, (x1, x2)〉 = 〈f1, x1〉+ 〈f2, x2〉 für alle (x1, x2) ∈ X.

(ii) Es sei Ω ⊂ Rn offen, p ∈ [1,∞) und 1
p

+ 1
q

= 1. Zeige, dass gilt: F ∈ W−1,q(Ω) (2i)

genau dann, wenn f0, f1, . . . , fn ∈ Lq(Ω) existieren mit

F = f0 +
n∑

i=1

fi
∂

∂xi
in D′(Ω).
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