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Nonlinear Partial Differential Equations Sheet 02

5. Esseid > 3. Zeige, dass eine Konstante C' > 0 existiert mit (40)
U2
/ —5dz < C [ |Dul?dx
Rt 7| R4

fiir alle uw € H'(R?).

Hinweis: Zeige die Ungleichung zunéchst fiir Testfunktionen. Integriere dazu das Produkt aus
u? und div F fiir F(z) = 1oz partiell

Verwende fiir die Approximierung die "Umkehrung des Satzes von Lebesgue’ und das Lemma von

Fatou.

6. Essei Q C R? beschrinkt, 1 < p < oo und u € WP(Q).

(i) Zeige, dass u™ = max{0,u} und v~ = —(u)* in WH(Q) sind, und fast (3i)
iiberall gilt

Dyt — {Du auf {x ! u(z) > 0} Dy — {0 auf {x ! u(z) > 0}
0  auf {z|u(x) <0}, —Du  auf {z|u(z) < 0}.

Hinweis: Wende folgende Kettenregel fiir Sobolevfunktionen auf eine geeignete Ap-
proximation an:

Ist F € C1(R,R) und F’ auf R beschriinkt, Q beschréinkt und v € W1?(Q) fiir ein p € [1, o0l
so ist

v = F(u) € W'P(Q) mit g;’i = F'(u) S:Z'
(i) Zeige |u| € WHP(Q) und Du = 0 fast iiberall auf {z € Q| u(z) = 0}. (2i)

7. Es sei © C R offen und beschrénkt. Der Graph {(z,u(z)) |z € Q} einer Ab-
bildung u: Q@ — R beschreibt eine d-dimensionale Hyperfliche im R*!. Dessen
d-dimensionaler Inhalt (Oberflichenma8) ist gegeben durch

Alu) = /Q N

(i) Zeige, dass A(u) wohldefiniert ist fiir alle u € H'(Q) und bestimme §.A(u)(p) (4)
fiir ¢ € Hy(Q).
(i) Zeige: Ist u € H?(2) ein Minimum von A, so erfiillt u die Minimalfliichenglei- (i)

chung ().

— bitte wenden —



(i)

(iii)

Es sei v > 1. Zeige, dass die Porose-Medien-Gleichung
up = Au”)

eine quasilineare parabolische PDE ist und bestimme das Hauptsymbol.

Zeige, dass die Minimalflichengleichung

) Vu B
div (W) =0 (1)

eine quasilineare elliptische PDE ist und bestimme das Hauptsymbol.

Entscheide, fiir welche Werte von (z,y) € R?, u, u,,u, die Gleichung

2

Uy, + sin(elu, Yu, + 27U, + eV sinh(uyu®) = —u? — 2y,

elliptisch, parabolisch bzw. hyperbolisch ist und bestimme das Hauptsymbol
des korrespondierenden Differentialoperators.
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