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20 + 4∗ Punkte

Übungen zur Vorlesung Analysis II Blatt 02

5. Untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Existenz. (5+4∗)

(i)

∫ ∞
π

cosx√
x

dx.

(ii)

∫ ∞
π2

cos(x2) dx.

(iii)

∫ ∞
0

t−
1
2 e−t dt.

(iv)

∫ ∞
π

| cosx|√
x

dx.

Hinweis zu (iv): Es ist | cos(x)| ≥ 1
2
für alle (k − 1

3
)π ≤ x ≤ (k + 1

3
)π, k ∈ Z.

6. Zeige oder widerlege: Ist f : [a,∞) → R stetig und es existiert

∫ ∞
a

f(x) dx, dann gilt (1)

lim
x→∞

f(x) = 0.

7. Untersuche die folgenden Funktionenfolgen fn : [0, 1]→ R auf punktweise und gleichmäßi- (5)

ge Konvergenz.

(i) fn(x) =
nx+ 1

n
. (ii) fn(x) =

nx

1 + n2x
. (iii) fn(x) =

nx

1 + n2x2
.

8. Es sei fn : [1,∞)→ R, fn(x) =

{
1
x , 1 ≤ x ≤ n,
0, x > n.

(i) Zeige, dass fn gleichmäßig gegen f(x) = 1
x , x ∈ [1,∞) konvergiert. (1)

(ii) Existiert lim
n→∞

∫ ∞
1

fn(x) dx? (1)

9. Es sei D eine Menge. Für Funktionen f : D → R sei ‖f‖∞ := sup{|f(x)| : x ∈ D}.

(i) Zeige: f : D → R ist genau dann beschränkt, falls ‖f‖∞ <∞. (1)

(ii) Es seien fn, f : D → R (n ∈ N). Zeige, dass die Funktionenfolge fn genau dann
gleichmäßig gegen f konvergiert, wenn gilt: ‖fn − f‖∞ → 0 (n→∞). (2)

(iii) Es sei `∞(D;R) der Vektorraum der beschränkten Funktionen f : D → R. Zeige, (2)

dass ‖ · ‖∞ : `∞(D;R)→ R eine Norm ist, d.h. es gilt für alle f, g ∈ `∞(D;R) und
λ ∈ R:

(a) 0 ≤ ‖f‖∞ <∞ und 0 = ‖f‖∞ genau dann, wenn f(x) = 0 für alle x ∈ D.

(b) ‖λf‖∞ = |λ|‖f‖∞.

(c) ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

10. Entwickle die Funktion arctan: R→ R in eine Potenzreihe um 0. (2)
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